Олимпиада «Будущие исследователи – будущее науки» 

Математика
08.11.2025 
Отборочный этап
Время выполнения заданий 90 минут.
7 класс
7.1. 1 августа предприниматель поднял цену товара на  n %, но после того, как товар стали хуже покупать, решил опустить цену с 1 сентября. На сколько процентов он должен опустить цену, чтобы она оказалась прежней – такой, как до 1 августа?
Ответ. 
[image: image82.png]


. Решение. Пусть до повышения 1 августа цена товара составляла х (руб.), тогда после повышения цена стала  
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. Чтобы вернуться к первоначальной цене, её нужно уменьшить на 
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(руб). Таким образом, отношение этой величины к августовской цене равно 
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 , что в процентах составляет 
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7.2. В двузначном простом числе поменяли порядок цифр и сложили полученное число с исходным. В результате получили 110. Найдите исходное число (укажите все возможные решения).
 Ответ.  19; 37; 73. Решение. Пусть 
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 – данное двузначное простое число, тогда х ( 1, а у – нечетная цифра. По условию задачи 
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 ( (10х + у) + (10у + х) =110 ( 11(х + у) = 110 ( х + у = 10. Так как у – нечетная цифра, то последнему равенству удовлетворяют пять пар чисел: 1) х = 1, у = 9; 2) х = 3, у = 7; 3) х = 5, у = 5; 4) х = 7, у = 3; 5) х = 9, у = 1. Но числа 55 и 91 простыми не являются.
7.3. У учителя в наборе 30 палочек целой длины 6, 7, 8, …, 35 (см). Он раздал произвольным образом 10 ученикам по три палочки. Обязательно ли хотя бы один из учеников сможет из своих палочек сложить треугольник?
Ответ. Обязательно. Решение.  Предположим противное. Тогда у каждого ученика длина самой длинной палочки больше или равна сумме длин двух других палочек. Значит, сумма длин самых длинных палочек у всех 10 учеников больше или равна сумме длин остальных палочек. Но у данных 30 палочек сумма длин самых длинных десяти палочек равна 26 + 27 + ... + 35 = 305, а сумма длин остальных двадцати палочек равна 6 + 7 + ... + 25 = 310  > 305. Таким образом, получили противоречие.
7.4. Какое наибольшее количество чисел можно выбрать среди первых 2025 натуральных чисел 1, 2, …, 2025, чтобы разность любых двух выбранных чисел не равнялась 25? 

Ответ. 1025. Решение. Пример на 1025 чисел: 1, 2, …, 25, 51, 52, …, 75, 101, 102, …, 125, …, 2001, 2002, …, 2025; они условию задачи удовлетворяют. Оценка. Покажем, что больше 1025 чисел быть не может. Так как 2025 = 25(81, то можно разбить числа от 1 до 2025 на 25 групп по 81 числу в каждой так, чтобы в одну группу входили числа с одинаковым остатком от деления на 25. Таким образом, в n-ую группу входит 81 число вида п, 25 + п, 50 + п, …, 2000 + п, где n принимает фиксированное целое значение от 1 до 25. Если предположить противное, т.е. всего выбранных чисел больше 1025 = 25(41, то среди этих чисел окажется не менее 42 чисел из некоторой группы. Но выбранные числа не должны оказаться соседними в ряду чисел n-ой  группы: п, 25 + п, 50 + п, …, 2000 + п. А таких чисел не более 41 (максимум 41 будет, когда выбираются числа в ряду через одного: первое, третье,,…,81-е). Полученное противоречие доказывает нашу оценку.
8 класс
8.1. Решите уравнение 
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Ответ. 
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. Решение. Перепишем уравнение в виде 
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Значит, либо 
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, либо 
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 Из первого уравнения 
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 и при этом значении 
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 знаменатели второго уравнения не равны 
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, т.е. 
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 – корень. Из второго уравнения следует: 
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. При 
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 знаменатель первой дроби обращается в нуль, т.е. 
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 не является корнем. При 
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8.2. В двузначном простом числе поменяли порядок цифр и сложили полученное число с исходным. В результате получили 110. Найдите исходное число (укажите все возможные решения).
Ответ.  19; 37; 73. Решение.  См. задачу 7.2.
8.3. Дана равнобедренная трапеция, у которой длина средней линии равна половине диагонали. Чему равен угол между диагональю и основанием трапеции?
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Ответ.  60(. Решение. Пусть ABCD – равнобедренная трапеция, у которой BD вдвое больше длины средней линии, следовательно, ВD = АD + ВС. Проведем высоту ВН трапеции. По свойству равнобедренной трапеции точка Н делит основание трапеции на отрезки, больший из которых равен полусумме оснований, т.е. НD = 0,5(АD + ВС) = 0,5ВD. Поэтому в прямоугольном треугольнике ВНD катет DН равен половине гипотенузы ВD, следовательно, (НВD = 30(, а (ВDН = 60(.

8.4. Какое наибольшее количество чисел можно выбрать среди первых 2025 натуральных чисел 1, 2, …, 2025, чтобы разность любых двух выбранных чисел не равнялась 25? 

Ответ. 1025. Решение. См. задачу 7.4.
9 класс
9.1. Даны два квадратных трехчлена с одинаковыми старшими коэффициентами. Докажите, что если у каждого из них отрицательный дискриминант, то и у суммы этих трехчленов дискриминант отрицательный.
Решение. По условию, графики квадратных трехчленов f (x) = ах2 + b1x + c1 и g(x) = ах2 + b2x + c2  c отрицательными дискриминантами не пересекают ось Ох и (в силу равенства старших коэффициентов) f (x) и g(x) одного знака при всех х . Поэтому и сумма f (x)+g(x) будет того же знака при всех х. Отсюда следует результат об отрицательном знаке дискриминанта. Другое доказательство. Имеем: b12 – 4ас1 < 0, b22 – 4ас2 < 0. Рассмотрим сумму квадратных трехчленов:  2ах2 + (b1 + b2)x + (c1 + с2). Поскольку (b1 – b2)2 ( 0, то 2b1b2 ( b12 + b22. . Поэтому (b1 + b2)2 – 8а(c1 + с2) = b12 + 2b1b2 + b22 – 8ас1 – 8ас2 ( 2(b12 – 4ас1) + 2(b22 – 4ас2) < 0.
9.2. Дана равнобедренная трапеция, у которой длина средней линии равна половине диагонали. Чему равен угол между диагональю и основанием трапеции?
Ответ. 60(. Решение. См. задачу 8.3.
9.3. Решите уравнение 
[image: image25.wmf]0.
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Ответ. 
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. Решение. Разложим 
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 Тогда исходное уравнение примет вид 
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. Первый множитель 
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 не имеет корней, т.к. его дискриминант меньше 
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 Корни второго множителя 
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9.4. Существуют ли различные положительные рациональные числа х, у, удовлетворяющие уравнению 
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Ответ. Существуют. Решение. При 
[image: image34.wmf]y

x

¹

данное уравнение после приведения левой части к разности кубов и деления на (x–y) сводится к равносильному: 
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Q, и рассмотрим квадратное уравнение 
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. Оно имеет рациональные корни, когда дискриминант – квадрат рационального числа: 
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 . Разложить тройку на два рациональных множителя можно разными способами (надо еще не забыть о положительности решения, и для этого v должно быть больше единицы). Возьмем, например, такое разложение: 
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. Из данной системы находим 
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. Таким образом, числа 
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 удовлетворяют уравнению (это можно и непосредственно проверить).
10 класс
10.1. Даны два квадратных трехчлена с одинаковыми старшими коэффициентами. Докажите, что если у каждого из них отрицательный дискриминант, то и у суммы этих трехчленов дискриминант отрицательный.
Решение. См. задачу 9.1.
10.2. В данном прямоугольном треугольнике оба катета имеют иррациональные длины. Могут ли 3 величины: 1) площадь, 2) сумма катетов и 3) биссектриса прямого угла – быть рациональными?
[image: image81.png]<



Ответ. все три величины – не могут, но по отдельности могут. Решение. Пусть, от противного, иррациональные катеты a, b таковы, что a + b, площадь S и биссектриса l – числа рациональные. Рассмотрим (АВС с прямым углом С, катетами АС = b, СВ = а и биссектрисой CD=l. Подсчитаем S следующим образом: S = SACD + SBCD
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 противоречит тому, что S – число рациональное, а 
[image: image52.wmf]2

)

(

4

1

×

+

b

a

l

 –иррациональное число как произведение ненулевого рационального числа 
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 на иррациональное число 
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. По отдельности данные величины могут быть рациональными: а именно, площадь и сумма катетов – когда длины катетов 
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, где n, m – натуральные, n – не точный квадрат, а биссектриса прямого угла – например, для равнобедренного прямоугольного треугольника с катетами 
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.
10.3. Можно ли разбить квадрат 
[image: image58.wmf]10
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 на 100 равных прямоугольников, у каждого из которых длины смежных сторон отличаются на единицу?
Ответ. Нельзя. Решение. Предположим, от противного, что такое разбиение существует, и пусть х, у – стороны прямоугольника разбиения (
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).  Тогда имеем систему из двух уравнений: 
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 (по условию).  Решая систему, получаем квадратное уравнение для х с положительным корнем 
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. Она составлена из нескольких больших и нескольких меньших сторон нашего прямоугольника, т.е. 
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 для некоторых целых неотрицательных m, n. Тогда 
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, получаем противоречие: в правой части последнего равенства стоит иррациональное число, а в левой – рациональное. 
10.4. а) Докажите, что если натуральные числа х, у удовлетворяют уравнению 
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, то х = у. б) Существуют ли различные положительные рациональные числа х, у, удовлетворяющие уравнению 
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Ответ. б) Существуют. Решение. а) Имеем 
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, то отсюда после деления на (x – y) получим 
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. Самые маленькие (и различные) натуральные числа 1 и 2 при подстановке в левую часть дают 
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, числа 1 и 3 при подстановке дают 13, числа 2 и 3 дают 19, и далее, при бóльших 
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, левая часть возрастает и всегда будет больше 15. б) См. задачу 9.4.
11 класс
11.1. Решите уравнение 
[image: image75.wmf].
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Ответ.  x = –1. Решение. Левая часть уравнения не превосходит по модулю числа 2, а правая часть по модулю не меньше 2. Для правой части это следует (при положительных х) из неравенства между средним арифметическим и средним геометрическим, а при отрицательных х выражение отличается только знаком. При этом наибольшее по модулю значение 2 достигается (только) для  x = 1 или x = –1. Проверив эти два возможных корня, получаем, что подходит  x= –1.
11.2. В данном прямоугольном треугольнике оба катета имеют иррациональные длины. Могут ли 3 величины: 1) площадь, 2) сумма катетов и 3) биссектриса прямого угла – быть рациональными?
Ответ. все три величины – не могут, но по отдельности могут. Решение. См. задачу 10.2.
11.3. Можно ли разбить квадрат 
[image: image76.wmf]10
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 на 100 равных прямоугольников, у каждого из которых длины смежных сторон отличаются на единицу?
Ответ. Нельзя. Решение. См. задачу 10.3.
11.4. Могут ли уравнению  
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 удовлетворять а) различные натуральные числа x, y, z ? б) различные целые числа x, y, z ?
Ответ. а) не могут, б) могут. Решение. а) Из неравенства о средних для трех положительных чисел следует, что 
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, причем равенство достигается только в случае равенства чисел 
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. Но в этом случае x = y = z : действительно, обозначим эти равные отношения через t , тогда будем иметь три уравнения: x = yt ,  y = zt , z = xt  и перемножив их, после сокращения на xyz получим 
[image: image80.wmf].
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 б) Пример x = 4, y = 1, z =  –2 показывает существование искомого решения. 
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