Олимпиада «Будущие исследователи – будущее науки» по математике

09.11.2024 
Каждая из четырех задач данной олимпиады оценивается, исходя из максимума в 25 баллов. Таким образом, максимальный результат участника может быть 100 баллов. 
7 класс

7.1. Петя и Маша – брат и сестра, они ходят в одну и ту же школу. Петя выходит из дома в 8:05 и приходит в школу в 8:45. Маша выходит на 5 минут раньше брата, идет по той же дороге и приходит в школу на 15 минут позже него. Через сколько минут после выхода Маши из дома её догонит Петя?
Ответ. 15 минут. Решение. Пусть v (м/мин) – скорость Маши, u (м/мин) – скорость Пети. Тогда расстояние до школы равно, по условиям задачи, 40u = 60v. Таким образом, u = (3/2)v. Пусть t (min) – искомое время, за которое после выхода Маши из дома её догонит Петя. Тогда vt = u(t – 5). Учитывая, что u = (3/2)v, получаем уравнение 2t = 3(t – 5). Отсюда t = 15. 

7.2. Дана правильная несократимая дробь. Если числитель возвести в квадрат, а к знаменателю прибавить 5, то получится дробь, которая в 3 раза больше исходной. Чему равна исходная дробь?
Ответ. 
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. Решение.  Пусть 
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 – правильная несократимая дробь, 0 < х < y. Тогда 
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. Отсюда х2у = 3х(у + 5). Сокращая на x ( 0 и вынося y за скобку, получим у(х – 3) = 15. Так как 0 < х < y и х, у – целые, то возможны два случая: 1) у = 5, х – 3 = 3, но х = 6 не удовлетворяет условию х < y; и 2) второй случай:  у = 15,  х – 3 = 1. В этом случае х = 4 и дробь 4/15 – правильная и несократимая.
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7.3. Вова начертил n отрезков и отметил красным цветом все точки их пересечения. Могло ли оказаться так, что на любом отрезке ровно три красных точки, если а) n = 11; б) n = 100?
Ответ.  а) могло; б) могло. Решение.  а) См. пример на рисунке. Набор отрезков в этом примере состоит из двух частей: в левой части 6 отрезков, в правой –  5.  б) Если расположить 20 копий правой части примера из пункта а), получим искомое расположение 100 отрезков. 
7.4. У Васи 100 спичек. Сколькими способами он может, используя все спички и не ломая их, составить квадрат и (отдельно) равносторонний треугольник? (Разные способы отличаются размерами квадрата и треугольника). 

Ответ. 8. Решение. Пусть х (спичек) – длина стороны квадрата, у (спичек) – длина стороны треугольника. Тогда 
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. Таким образом, для делимости на 3 нужно рассмотреть в качестве х все натуральные числа до 25, дающие остаток 1 при делении на 3 (т.е. тот же остаток, что у числа 25). Есть 8 таких чисел, а именно числа вида 1 + 3k, k = 0, 1, …, 7 (само число 25 при k = 8 рассматривать не следует, т.к. иначе значение у = 0, т.е. будет составлен только квадрат, без треугольника). Тогда соответствующее значение у равно 4((8 – k).
8 класс
8.1. Петя и Маша – брат и сестра, они ходят в одну и ту же школу. Петя выходит из дома в 8:05 и приходит в школу в 8:45. Маша выходит на 5 минут раньше брата, идет по той же дороге и приходит в школу на 15 минут позже него. Через сколько минут после выхода Маши из дома её догонит Петя?
Ответ. 15 минут. Решение. См. задачу 7.1.

8.2. Коля умножил 2024 на пятизначное натуральное число и получил куб некоторого натурального числа. Найдите это пятизначное число.
Ответ.  64009. Решение.  Пусть х – искомое пятизначное число. Так как 2024 = 23(11(23, а 2024х = п3, то х = 112(232(т3 = 64009(т3, где т – натуральное. Если т ( 2, то х ( 512072.
8.3. Докажите, что 
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  является составным натуральным числом для любых натуральных n > 5.
Решение. Тот факт, что N –  составное натуральное число, следует из его чётности в случае, когда N > 2, а чётность следует из того, что числа п4 и 21п одинаковой чётности. Далее, при 
[image: image8.wmf]5

³

n

 имеем: 
[image: image9.wmf](

)

0

25

/

20

5

/

21

20

25

25

20

21

20

2

2

2

=

-

-

-

×

³

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

-

=

n

n

n

n

N

, и из данного выражения для N следует, что большему значению п при n > 5 соответствует большее значение N. Проверка значения N при п = 6 дает N = 430 > 2. Комментарий. Как доказано при решении задачи 9.4, 
[image: image10.wmf])

4

)(

5

)(

1

(

2

+

-

+

+

=

n

n

n

n

N

, откуда сразу следует решение 8.3.
8.4. Найдите угол между биссектрисой АМ и медианой ВN треугольника АВС, если известно, что площади треугольников АВМ и MNC равны. 

[image: image76.png]


Ответ. 90(. Решение. Поскольку SAMN = SMNC (т.к. AN = NC), из условия задачи имеем SAВM = SАNМ.  Поэтому в треугольниках АВМ и ANM высоты, проведенные из вершин В и N на сторону АМ , равны. Пусть В1 и N1 – основания этих высот. Тогда прямоугольные треугольники АВВ1 и ANN1 равны, т.к. ВВ1 = NN1 и (BAB1 = (NAN1. Следовательно, AB1 = AN1 и поэтому точки В1 и N1 совпадают, а значит, они совпадают с точкой пересечения АМ и ВN. 
9 класс
9.1. Коля умножил 2024 на пятизначное натуральное число и получил куб некоторого натурального числа. Найдите это пятизначное число.
Ответ.  64009. Решение.  См. задачу 8.2.
9.2. В турнире по футболу команды сыграли по одной игре друг с другом. В результате оказалось, что не было команды, проигравшей все матчи, и у всех команд разное количество очков. Докажите, что были команды, сыгравшие вничью. (В футболе за победу даётся 3 очка, за поражение 0 очков, за ничью 1 очко.) 

Решение. Пусть в турнире участвовало n команд. Если предположить противное, т.е. отсутствие ничьих, то в результате у всех команд количество очков должно быть кратно трём. Таким образом, количество очков у каждой из n команд должно быть числом, кратным 3, от 3 до 3(n–1) (т.к. нуля очков у команды не может быть по условию задачи, а 3(n–1) очков может быть у команды, выигравшей все матчи). Количество таких чисел (n–1), и по принципу Дирихле должны быть хотя бы две команды с одинаковым числом очков. Противоречие.
9.3. Найдите угол между биссектрисой АМ и медианой ВN треугольника АВС, если известно, что площади треугольников АВМ и MNC равны.
Ответ. 90(. Решение. См. задачу 8.4.
9.4. Докажите, что  для любых целых n число
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 можно представить в виде произведения трех целых чисел, не равных 
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Решение. Разложим N на множители: 
[image: image13.wmf])
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. Осталось убедиться, что N раскладывается на три множителя, отличные от 
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. Для этого надо проверить несколько случаев, когда указанные выше скобки в разложении N могут оказаться 
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. Первая скобка 
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 принимает только положительные значения (т.к. её дискриминант меньше нуля) и равна 1 только при 
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. Тогда значения N равны, соответственно (–20) и (–18), и каждое из этих двух чисел раскладывается на три множителя, не равные 
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. Вторая скобка равна 
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 Тогда  N  равно,  соответственно,  430  и (–168), и каждое из этих чисел раскладывается на три множителя, не равные 
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. Наконец, третья скобка равна 
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. Тогда N равно, соответственно (–56) и 210, и каждое из этих чисел раскладывается на три множителя, не равные 
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. Комментарий. Разложение N на множители можно было также получить, если заметить (и проверить), что данный многочлен четвертой степени имеет корни (–4) и 5, а затем разделить его уголком на 
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10 класс
10.1. Существуют ли действительные числа х, у, которые удовлетворяют уравнению 
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Ответ. Не существуют. Решение. Если рассмотреть данное равенство как квадратное уравнение относительно неизвестного х, то его дискриминант равен 
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 при всех  у.
10.2. В турнире по футболу команды сыграли по одной игре друг с другом. В результате оказалось, что не было команды, проигравшей все матчи, и у всех команд разное количество очков. Докажите, что были команды, сыгравшие вничью. (В футболе за победу даётся 3 очка, за поражение 0 очков, за ничью 1 очко.) 

Решение. См. задачу 9.2.
10.3. Докажите, что  для любых целых n число
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 можно представить в виде произведения трех целых чисел, не равных 
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Решение.  Cм. задачу 9.4.
10.4. Внутри треугольника ABC площади 2024 отмечены 2024 точки. Докажите, что внутри ABC найдется треугольник площади 0,999, который подобен треугольнику ABC и не содержит ни одной отмеченной точки. 

Решение. Разобьем каждую сторону треугольника АВС на 45 равных частей и через каждую из 44 точек деления на каждой стороне проведем по две прямые, параллельные сторонам треугольника. В результате треугольник АВС разобьется на 
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 равных треугольников, подобных исходному. Т.к. 
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, то среди треугольников разбиения найдется  треугольник  
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, внутри которого нет отмеченных точек. Поскольку площадь каждого треугольника разбиения равна 
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, то применив еще гомотетию (подобие) с коэффициентом 
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 с центром в центре масс треугольника 
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, получим внутри 
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 искомый треугольник. Комментарий. Здесь при доказательстве мы воспользовались известным фактом о возможности разбиения (триангуляции) произвольного треугольника на 
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 подобных треугольников при делении сторон на n равных частей. Этот факт можно доказать по индукции: для n = 2 это стандартное разбиение средними линиями на 4 подобных треугольника, а при увеличении n на единицу к предыдущему разбиению добавляется еще один слой, состоящий из (2n + 1) треугольника.
11 класс
11.1. Существуют ли действительные числа х, у, которые удовлетворяют уравнению 
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Ответ. Не существуют. Решение. См. задачу 10.1.
11.2. Найдите все действительные x, для которых оба числа (tg x + 
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Ответ. 
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= р, где р – рациональное число. Тогда 
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, и при р ( 0 это число иррациональное, что противоречит условию. Значит, р = 0 и тогда 
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11.3. . Найдите все натуральные числа n, для которых оба числа 
[image: image53.wmf]n

 и 
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 целые.

Ответ. 1, 352, 2512, 5052. Решение. Из условия задачи следует, что: 
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+ k, где k– натуральное число. Возведя в квадрат это выражение, будем иметь: 2024 = k (k + 2
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). Из данного равенства и разложения 2024 на простые множители 2024 = 
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 следует, что k не может быть нечетным. Отсюда также следует, что k не делится на 8 (иначе правая часть в этом равенстве делилась бы на 16). Таким образом, могут быть два случая: либо k = 2(2m+1), либо k = 4(2m+1), где (2m+1) – некоторое нечетное число. В первом случае k = 2 или k = 
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[image: image60.wmf]46

23

2

=

×

³

 второй множитель (т.е. k + 2
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) меньше 44. Во втором случае k = 4 или k = 
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 (других значений не может быть в силу тех же сравнений со вторым множителем). Итак, всего есть четыре значения k – это 2, 4, 22 и 44. Им соответствуют значения n из выражения k + 2
[image: image63.wmf]n

= 
[image: image64.wmf]k

/

2024

 , а именно 5052 , 2512,  352  и 1.

2-й способ решения. Так как 
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 и 
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 целые, то п = k2, п + 2024 = р2, где k и р натуральные. Тогда k2 + 2024 = р2, откуда (р – k)(р + k) = 2024. Из разложения на простые множители 2024 = 
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 следует, что 2024 имеет 16 натуральных делителей, и поэтому решение уравнения (р – k)(р + k) = 2024 в натуральных числах (где первый множитель меньше второго) сводится к решению восьми систем:
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 Для решения каждой из этих систем в целых числах необходимо (и достаточно), чтобы правые части были одинаковой четности, поэтому системы 1), 4), 5) и 7) не имеют целочисленных решений. Решения остальных четырех систем дают четыре различных значения k – это 505, 251, 35 и 1. Им соответствуют значения п = k2, а именно 5052 , 2512,  352  и 1.

11.4. Внутри треугольника ABC площади 2024 отмечены 2024 точки. Докажите, что внутри ABC найдется треугольник площади 0,999, который подобен треугольнику ABC и не содержит ни одной отмеченной точки. 

Решение. См. задачу 10.4.
_1790901105.unknown

_1791578867.unknown

_1791643439.unknown

_1792791646.unknown

_1792792777.unknown

_1792343557.unknown

_1792431653.unknown

_1792677601.unknown

_1792431682.unknown

_1792431690.unknown

_1792431698.unknown

_1792431666.unknown

_1792431629.unknown

_1792431636.unknown

_1792431619.unknown

_1792338276.unknown

_1792342820.unknown

_1792342934.unknown

_1792220817.unknown

_1792331052.unknown

_1792337185.unknown

_1792220849.unknown

_1791661458.unknown

_1791579846.unknown

_1791579943.unknown

_1791642511.unknown

_1791579901.unknown

_1791579555.unknown

_1791572485.unknown

_1791573083.unknown

_1791573239.unknown

_1791573033.unknown

_1791572466.unknown

_1791572476.unknown

_1791572481.unknown

_1791328975.unknown

_1791467027.unknown

_1791492635.unknown

_1791492702.unknown

_1791492605.unknown

_1791329364.unknown

_1791328949.unknown

_1790895672.unknown

_1790900306.unknown

_1790900708.unknown

_1790901080.unknown

_1790900668.unknown

_1790900163.unknown

_1790900280.unknown

_1790896109.unknown

_1790899622.unknown

_1790883315.unknown

_1790883337.unknown

_1790895192.unknown

_1455800457.unknown

_1130061505.unknown

