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ВВЕДЕНИЕ

Актуальность темы. Широкий класс проблем, возникающих в приложе-
ниях, приводит к необходимости изучения абстрактных начально-краевых
задач для интегро-дифференциальных уравнений. Такие проблемы возни-
кают, как правило, на базе конкретных задач о малых движениях сплош-
ных сред, то есть систем с бесконечным числом степеней свободы. Так, к
интегро-дифференциальным уравнениям первого и второго порядков при-
водят соответственно задачи о малых движениях вязкоупругой и идеальной
релаксирующей жидкости в произвольной ограниченной области. Эти задачи
стали актуальными в связи с запросами авиационной, танкерной, ракетной
и космической техники.

Изучение интегро-дифференциальных уравнений с операторными ко-
эффициентами привлекает внимание как отечественных, так и зарубеж-
ных ученых. Основные направления исследований состоят в доказатель-
стве существования решений различных начально-краевых задач, изучении
свойств нормальных колебаний и структуры спектров их частот, получении
асимптотических формул. В настоящее время имеется значительное чис-
ло работ, посвященных изучению вопросов разрешимости и асимптотиче-
ского поведения решений интегро-дифференциальных уравнений в банахо-
вых и, в частности, в гильбертовых пространствах. Отметим, что изучение
интегро-дифференциальных уравнений с операторными коэффициентами в
этих пространствах является естественным развитием теории операторно-
дифференциальных уравнений и тесно связано с теорией полугрупп, беру-
щих свое начало с работ Т. Като, Э. Хилле, Р. Филлипса, С. Г. Крейна,
С. Агмона и Л. Ниренберга, а также нашедших отражение в монографии
К. Енгела и Р. Г. Найгела. В совместных исследованиях С. Г. Крейна и
Н. Д. Копачевского, посвященных операторному подходу к линейным за-
дачам гидродинамики, представлены функциональные и аналитические ме-
тоды, применяемые для изучения малых движений и нормальных колеба-
ний гидромеханических систем с полостями, заполненными идеальной ли-
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бо вязкой жидкостью. Стоит также отметить недавно вышедшую моногра-
фию В. В. Власова с соавторами, где изучаются задачи Коши для интегро-
дифференциальных и функциональных уравнений, а также сопутствующие
спектральные задачи.

Связь работы с научными программами, планами, темами. Ра-
бота выполнялась в рамках госбюджетных тем и плановых исследований
кафедры математического анализа Таврического национального универси-
тета имени В. И. Вернадского "Операторные методы в шкалах пространств
и их приложения в задачах гладкого и негладкого анализа и в проблемах ме-
ханики сплошных сред"(номер государственной регистрации 0112U000453),
"Применение операторных методов в задачах математической физики, ме-
ханики сплошных сред и теории массового обслуживания"(номер государ-
ственной регистрации 0112U000643) . Тема кандидатской диссертации утвер-
ждена на заседании Учёного совета Таврического национального универси-
тета имени В. И. Вернадского (протокол № 1 от 27.01.2011 г.).

Цель и задачи исследования. Целью диссертации является изучение
задач Коши, а также ассоциированных спектральных задач для некоторых
классов вольтерровых интегро-дифференциальных уравнений первого и вто-
рого порядков с неограниченными операторными коэффициентами.

Задачи исследования:
- получить результаты о сильной разрешимости задач Коши для некото-

рых классов интегро-дифференциальных уравнений Вольтерра с неограни-
ченными операторными коэффициентами в гильбертовом пространстве;

- провести спектральный анализ операторных пучков, ассоциированных с
рассматриваемыми уравнениями. Исследовать асимптотику спектра, в за-
висимости от свойств ядер рассматриваемых интегро-дифференциальных
уравнений;

- доказать теоремы о полноте и базисности системы корневых (собствен-
ных и присоединенных) элементов, а также по возможности получить ре-
зультаты о представлении сильных решений интегро-дифференциальных
уравнений в виде сумм рядов по экспонентам, отвечающим точкам спек-
тра указанных операторных пучков. На этой основе получить результа-
ты о структуре и асимптотических свойствах решений изучаемых интегро-
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дифференциальных уравнений.
Несмотря на имеющиеся достижения в области механики сплошных сред

и интегро-дифференциальных уравнений, и в определенной мере закончен-
ность некоторых полученных здесь математических результатов, остались
еще задачи, которые не получили до настоящего времени детального матема-
тического исследования на основе применения современных методов функ-
ционального анализа, спектральной теории операторов, а также теории по-
лугрупп операторов. Это и определило предмет исследования в данной дис-
сертации.

Объект исследования. Полные линейные интегро-дифференциальные
уравнения Вольтерра первого и второго порядков в гильбертовом простран-
стве, неразрешённые относительно старшей производной.

Предмет исследования. Сильная разрешимость задач Коши для вольтер-
ровых интегро-диффернциальных уравнений первого и второго порядков,
неразрешённых относительно старшей производной. Свойства решений со-
ответствующих спектральных задач.

Методы исследования. В работе применяются несколько общих приемов
функционального анализа и существенным образом — теория полугрупп опе-
раторов, действующих в гильбертовом пространстве. Рассматриваются та-
кие случаи, когда интегро-дифференциальное уравнение на основе теории
полугрупп заменяется равносильным интегральным уравнением Вольтерра
второго рода и при определенных условиях устанавливается существование
единственного решения этого уравнения в некоторых классах функций. За-
тем проверяется, что решение интегрального уравнения является также ре-
шением исходного интегро-дифференциального уравнения. Эти простые и
хорошо известные приемы позволяют получить новые результаты о разре-
шимости абстрактных задач Коши и на этой основе установить теоремы о
существовании и единственности решений некоторых задач, возникающих в
приложениях.

Для исследования ассоциированных с исходными спектральных задач ис-
пользуется спектральная теория операторных пучков, позволяющая осуще-
ствить переход от классической задачи на собственные значения для опе-
ратора, действующего в гильбертовом пространстве, к исследованию спек-



8

тральной задачи для оператор-функции, являющейся полиномом либо даже
аналитической функцией относительно спектрального параметра, а также
теория пространств с индефинитной метрикой.

Научная новизна полученных результатов. 1) Впервые изучаются
полные интегро-дифференциальные уравнения Вольтерра, неразрешённые
относительно старшей производной. При этом операторный коэффициент
при старшей производной является линейным ограниченным положитель-
ным оператором, который, вообще говоря, может иметь неограниченный об-
ратный.

2) Впервые рассматриваются интегро-дифференциальные уравнения
Вольтерра с неограниченными и, вообще говоря, некоммутирующими опе-
раторными коэффициентами, заданными на своих областях определения,
плотных в исходном гильбертовом пространстве. При этом считается, что
эти операторы сравнимы по своим областям определения. Для полных урав-
нений второго порядка выделяются такие классы задач, для которых один из
операторов можно назвать главным; он имеет область определения, наиболее
узкую по сравнению с областями определения других операторных коэффи-
циентов. В зависимости от взаимной подчинённости операторных коэффици-
ентов для таких классов задач рассмотрены три основных типа уравнений.

3) Впервые для вышеописанных классов уравнений доказаны утвержде-
ния о существовании и единственности сильного решения задач Коши.

4) Проведен анализ спектральных задач, ассоциированных с исследуемы-
ми интегро-дифференциальными уравнениями: установлена общая структу-
ра спектра, получены асимптотики вещественной и комплексной частей спек-
тра указанных оператор-функций, доказаны свойства базисности собствен-
ных элементов.

Практическое значение полученных результатов. Для полных ли-
нейных интегро-дифференциальных уравнений Вольтерра в гильбертовом
пространстве доказаны теоремы о существовании и единственности решений
задач Коши, исследованы собственные колебания, вопросы полноты и базис-
ности системы корневых элементов; для уравнений первого порядка получе-
ны условия неустойчивости описываемой динамической системы. Результаты
диссертации дополняют и развивают теорию интегро-дифференциальных и



9

дифференциально-операторных уравнений. Работа носит теоретический ха-
рактер. Поскольку эксперименты, связанные с малыми движениями тел с
полостями заполненными жидкостями, вызывают значительные технические
сложности, то именно эти обстоятельства выдвигают на первый план мате-
матическое моделирование и дальнейший теоретический анализ поведения
сплошных сред, то есть систем с бесконечным числом степеней свободы. Ре-
зультаты работы могут быть полезны как специалистам, работающим в об-
ласти интегро-дифференциальных уравнений и функционального анализа,
так и в исследованиях прикладного характера.

Личный вклад соискателя. Постановка и математическая формули-
ровка задач, а также общий план исследования рассмотренных в диссертации
задач предложены научным руководителем соискателя Н. Д. Копачевским.
Полученные результаты принадлежат соискателю. Материалы диссертации
опубликованы в работах [40], [55], [62], [64], [93]. Результаты работ [55], [62],
[64] получены соискателем самостоятельно. В работах [40], [93] соискателю
принадлежит часть, связанная с исследованием проблемы в случае малой и
большой интенсивности диссипации внутренней энергии исследуемой систе-
мы.

Апробация результатов диссертации. Основные результаты диссер-
тационной работы докладывались и обсуждались на:

XI Белорусской математической конференции, Минск, Беларусь, 5-9 но-
ября 2012 г.;

IV Международной конференции молодых ученых по дифференциальным
уравнениям и их приложениям имени Я.Б. Лопатинского, Донецк, Украина,
15-17 ноября, 2012 г.;

International Conference «Analysis and mathematical physics», Kharkiv,
Ukraine, June 24-28, 2013;

Международной математической конференции по случаю 75-летия со дня
рождения академика А. М. Самойленко «Боголюбовские чтения DIF-2013.
Дифференциальные уравнения, теория функций и их приложения», Сева-
стополь, Украина, 23-30 июня 2013 г.;

International Conference «Nonlinear Partial Differential Equations NPDE-
2013», Donetsk, Ukraine, September 9-14, 2013;
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«Крымской Международной Математической Конференции КММК-
2013», Судак, Украина, 22 сентября-4 октября 2013г.;

IV Международной научной конференции «Современные методы и про-
блемы теории операторов и гармонического анализа и их приложения IV»,
г.Ростов-на-Дону, Россия, 27 апреля-1 мая 2014 г.

XXII Международной конференции «МАТЕМАТИКА. ЭКОНОМИКА.
ОБРАЗОВАНИЕ», VIII Международном симпозиуме «РЯДЫ ФУРЬЕ И ИХ
ПРИЛОЖЕНИЯ», VII Междисциплинарном семинаре «Математические мо-
дели и информационные технологии в науке и производстве», Дюрсо, Россия,
27 мая-3 июня 2014 г.

семинарах кафедры математического анализа Таврического национально-
го университета имени В.И. Вернадского (под руководством проф. Н. Д. Ко-
пачевского, Симферополь, 2011-2014 гг.);

XXII, XXIII Крымских осенних математических школах-симпозиумах
по спектральным и эволюционным задачам: КРОМШ-2011, КРОМШ-2012
(Ласпи-Батилиман, Крым, Украина, сентябрь 2011-2012 гг.);

научных конференциях профессорско-преподавательского состава Таври-
ческого национального университета имени В.И. Вернадского (Симферо-
поль, Украина, 2011-2014 гг.).

Публикации. Результаты исследований опубликованы в 16 научных ра-
ботах, 5 из которых принадлежат к перечню научных специализированных
изданий [40], [55], [62], [64], [93], 11 публикаций в материалах и сборниках
тезисов конференций [39], [56]-[61], [63], [65], [91], [92].

Структура диссертации. Диссертация состоит из введения и четырех
глав, разделенных в общей сложности на 13 параграфов и списка литера-
туры. Объем диссертации составляет 152 страницы. Список цитированной
литературы включает 119 наименований.
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ГЛАВА 1

Обзор литературы

Представляемая работа посвящена исследованию вопросов существова-
ния и единственности решений начальных задач для линейных интегро-
дифференциальных уравнений Вольтерра первого и второго порядка, а так-
же ассоциированных спектральных задач. Специфика подобных объектов
проявляется в их двойственной природе. Неизвестная функция входит в диф-
ференциальное выражение и, вместе с тем, фигурирует под знаком интегра-
ла. Возникновение интегрального слагаемого в уравнении связано с необхо-
димостью учитывать зависимость мгновенных значений характеристик опи-
сываемого объекта от их соответствующих предыдущих значений, т. е. вли-
яние на текущее состояние системы ее предыстории. В современной литера-
туре подобные технические и природные системы называют системами с по-
следействием, наследственностью или динамической памятью. Математиче-
ское описание законов функционирования таких объектов было предложено
В. Вольтерра (в серии статей 1909 года) на основе интегральных и интегро-
дифференциальных уравнений. В. Вольтерра предложил вариант сведения
интегро-дифференциальных уравнений к интегральным и применил к их
исследованию развитую к тому времени в его работах теорию интеграль-
ных уравнений. Им была предложена математическая модель конкурентно-
го межвидового взаимодействия [20] на основе интегро-дифференциальных
уравнений с переменным верхним пределом интегрирования, названных в
дальнейшем уравнениями типа Вольтерра. Существенное внимание в его ра-
ботах было уделено развитию реологической модели деформируемого тела с
использованием интегральной зависимости между напряжением и деформа-
цией. Предложенная таким образом модель "наследственного твердого те-
ла" описывается системой интегро-дифференциальных уравнений в част-
ных производных. Первоначально использованная линейная интегральная
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зависимость была обобщена и заменена на нелинейную в форме ряда Фре-
ше [88] из кратных интегралов — аналога ряда Тейлора для непрерывно-
го функционала. Обзор результатов по теории интегро-дифференциальных
уравнений и их приложений, полученных как самим В. Вольтерра, так и
его современниками, содержится в монографии [21], где имеется также под-
готовленная М. К. Керимовым к изданию книги обширная библиография
последующих работ. Публикации, относящиеся к первой четверти 20-го ве-
ка, отражены, кроме того, в обзоре к [84].

Обзоры литературы последних десятилетий по интегро-дифференциаль-
ным уравнениям и непосредственно связанным с ними интегральным урав-
нениям содержатся в [9], [76]. Отметим, что объем литературы по темам,
примыкающим к теме диссертации, весьма велик, поэтому приводимый здесь
обзор затрагивает в основном лишь минимально необходимую часть публи-
каций.

Отличительная особенность изучаемых в работе интегро-дифференциаль-
ных уравнений в гильбертовом пространстве состоит в наличии оператора
при старшей производной, который вообще говоря может иметь неограничен-
ный обратный. Такие уравнения мы называем неразрешёнными относитель-
но старшей производной. Для таких объектов неприменимы теоремы, кото-
рые справедливы в случае, когда оператор при старшей производной еди-
ничный. Это порождает необходимость разработки аппарата, который, во-
первых, позволил бы работать именно с интегро-дифференциальными урав-
нениями, во-вторых, был согласован с уже известными идеями, развитыми
для неразрешённых дифференциальных уравнений.

С другой стороны, уравнение в абстрактных пространствах зачастую
является краткой операторной записью какой-либо содержательной зада-
чи математической физики или даже целого ряда задач. Неразрешен-
ные относительно старшей производной по времени линейные интегро-
дифференциальные уравнения возникают в математической теории термо-
вязкоупругости [74], [77], [99], [105], гидродинамике [38], [49], физике плазмы
[54] и многих других областях. Тем самым, помимо исключительно теорети-
ческого интереса, рассматриваемые задачи актуальны с точки зрения при-
ложений.
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Тематике интегро-дифференциальных уравнений посвящена обширная
библиография. Не ставя перед собой задачи охватить целый отдел совре-
менной математической науки, приведем некоторые работы, касающиеся
интегро-дифференциальных уравнений в абстрактных пространствах.

На необходимость рассмотрения операторных уравнений Вольтерра впер-
вые указал академик М. М. Лаврентьев в своем докладе [44] на Международ-
ном конгрессе математиков в Ницце в 1970 году. Эти уравнения нашли ши-
рокое применение в теории обратных и некорректных задач математической
физики и интегральной геометрии. Некоторые результаты исследований в
этих областях изложены в монографии [45], в которой также рассмотрена
задача Коши

d

dt
u(t) = Bu(t) +

t∫
0

A(t, τ)u(τ)dτ + f(t), u(0) = 0;

где u(t) ∈ C([0, T ];U) — неизвестная функция, U — гильбертово простран-
ство, A(t, τ) — непрерывное по совокупности переменных ограниченное се-
мейство линейных непрерывных операторов с областями определения и зна-
чений в U , B — замкнутый (необязательно ограниченный) оператор, удовле-
творяющий условию B∗B − BB∗ > 0. При этих предположениях доказана
единственность решения рассматриваемой задачи, его непрерывная зависи-
мость от правой части f(t). Аналогичные задачи в банаховых и гильбертовых
пространствах с начальным условием u(0) = u0 и ядром A(t, τ) ≡ A(t − τ)

при различных предположениях изучались в работах K. B. Hannsgen [90],
R. K. Miller и R. L. Wheeler [98], G. Chen и R. C. Grimmer [78], G. Da Prato
и M. Iannelli [81], W. Arendt и H. Kellermann [70].

В статье R. C. Grimmer [87] исследована начальная задача

x′(t) = A(t)x(t) +

t∫
0

B(t, s)x(s)ds+ f(t), t > 0, x(0) = x0 ∈ X,

где X — банахово пространство, A(t), B(t, s) — замкнутые линейные опера-
торы с областями определения, не зависящими от переменных t и s, причем
D(A) = X иD(B) ⊆ D(A), функция f : R+ → X сильно непрерывна. Исход-
ная задача сведена к эквивалентному интегральному уравнению Вольтерра
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второго рода, решение которого строится с помощью операторной резольвен-
ты. В качестве приложения полученных результатов проведено исследование
системы интегро-дифференциальных уравнений сверточного типа в частных
производных, которые в современной литературе [19], [102] носят названия
уравнений Гуртина–Пипкина по фамилиям авторов статьи [89]. Аналогич-
ная задача изучалась в гильбертовом пространстве G. Da Prato и M. Iannelli
[80], когда A(t) при каждом значении t > 0 является инфинитезимальным
генератором сильно непрерывной полугруппы операторов, а интегральная
часть имеет специальный сверточный вид. На основе ”энергетического ра-
венства” доказаны существование и единственность сильного и классическо-
го решений соответствующей начальной задачи. В работах M. G. Crandall,
S.-O. Londen и J. A. Nohel [79], а также V. Barbu и M. A. Malik [73] исследован
специальный класс интегро-дифференциальных уравнений вида

u′(t) +Bu(t) +

t∫
0

a(t− s)Au(s)ds+

t∫
0

b(t− s)u(s)ds = f(t), t > 0,

где A — линейный самосопряженный оператор в гильбертовом пространстве
H, B — нелинейный монотонный оператор, a(t) и b(t) — скалярные функции.
Получены условия существования и единственности решения начальной за-
дачи, изучено его поведение при t → +∞. Используется идея редукции к
интегральному уравнению Вольтерра второго рода. Абстрактные результа-
ты иллюстрируются примерами начально-краевых задач о тепловых потоках
наследственного типа. Задача Коши вида{

u′′(t) = Au(t) +
∫ t

0 B(t− s)u(s)ds+ f(t), для t ∈ [0, T ],

u(0) = x и u′(0) = y,

с замкнутым линейным оператором A, область определения которого не обя-
зательно плотна в банаховом пространстве X, и сильно измеримым семей-
ством ограниченных операторов B(t), действующих из D(A) в X, изучена в
работах H. Oka [100], [101]. Получены достаточные условия существования
и единственности слабого и классического решений задачи на основе ее ре-
дукции к сверточному интегральному уравнению Вольтерра второго рода. С
помощью доказанных теорем решены две содержательные начально-краевые
задачи для интегро-дифференциальных уравнений в частных производных.
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В серии работ Н. Д. Копачевского [2], [35], [36], [38] объектами исследова-
ний выступают интегро-дифференциальные уравнения Вольтерра

du

dt
= A0u(t) +

m∑
k=1

t∫
0

Gk(t, s)Aku(s)ds+ f(t), u(0) = u0,

d2u

dt2
+ A0u(t) +

m∑
k=1

t∫
0

Gk(t, s)Aku(s)ds = f(t), u(0) = u0, u′(0) = u1,

в произвольном банаховом пространстве E , где A0, A1, . . . , Am — линейные,
вообще говоря, неограниченные операторы, действующие в E , Gk(t, s) —
оператор-функции со значениями в L(E). Также в гильбертовом простран-
стве H рассматривается начальная задача

A
d2u

dt2
+ (F + iG)

du

dt
+Bu(t) +

m∑
k=1

t∫
0

Gk(t, s)Aku(s)ds = f(t),

u(0) = u0, u′(0) = u1,

с самосопряженными операторами B, F и G. Оператор A, называемый опе-
ратором кинетической энергии, предполагается тождественным, т. е. соот-
ветствующее интегро-дифференциальное уравнение является разрешенным
относительно старшей производной. Средствами теории полугрупп операто-
ров, операторных косинус- и синус-функций и теории операторных (M−N)-
функций, примененных к соответствующим "укороченным" уравнениям (все
Gk(t, s) ≡ 0), исходные начальные задачи сводятся к интегральным уравне-
ниям Вольтерра второго рода, а затем при определенных условиях доказыва-
ется существование и единственность их решений. Абстрактные результаты
иллюстрируются на многочисленных примерах задач гидродинамики.

В работах коллектива авторов под руководством профессора В. В. Вла-
сова [13], [14], [16], [18], [19], рассматриваются абстрактные интегро-
дифференциальные уравнения гиперболического типа, естественно возника-
ющие при изучении математической модели распространения тепла в средах
с памятью. При этом учитывается, что скорость распространения тепла ко-
нечна. В приведённых работах доказана корректная разрешимость началь-
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ных задач

dv

dt
+

t∫
0

K(t− s)A2v(s)ds = q(t), t > 0, v(+0) = ψ0,

и

d2u

dt2
+K(0)A2du

dt
+

t∫
0

K ′(t− s)A2u(s)ds = f(t),

t > 0, u(+0) = ϕ0; u(1)(+0) = ϕ1.

в пространстве типа Соболева W n
2,γ(R+, A

n) с весом. Здесь A — самосопря-
женный положительный оператор, действующий в сепарабельном гильберто-
вом пространстве H и имеющий компактный обратный, скалярная функция
K(t) представляет собой ряд из экспонент, сходящийся при t = 0. Исследован
спектр соответствующих интегро-дифференциальных операторов Вольтерра
сверточного типа [11], [111]. На этой основе изучен вопрос существования,
единственности и гладкости решений начально-краевых задач для уравне-
ний Гуртина-Пипкина [89], которые отражают релаксационный закон рас-
пространения волн и являются реализациями рассматриваемых начальных
задач. Главным отличием полученных результатов о разрешимости от уже
известных результатов (см., например, [48], [82], [102]) состоит в том, что в
работах В. В. Власова допускается наличие особенностей (интегрируемых)
у ядер вольтерровых интегральных операторов. Кроме уравнений Гуртина-
Пипкина, в работах того же коллектива авторов [15], [17] исследуются аб-
страктные интегро-дифференциальные уравнения со слагаемыми, соответ-
ствующими мгновенному трению Кельвина-Фойгхта. Для этих уравнений
получены результаты о корректной разрешимости в весовых пространствах
Соболева на положительной полуоси.

Обратные задачи для абстрактных интегро-дифференциальных уравне-
ний Вольтерра типа свертки исследовались в совместных работах профессо-
ров А. И. Прилепко и A. Lorenzi [95], [96]. Задачи, называемые задачами
”прогноз-управление”, а дополнительные условия — данными переопреде-
ления или наблюдения, исследуются в работах [53], [66], [104]. Другим об-
ратным задачам — задачам восстановления памяти (функциональной части
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ядра сверточного линейного интегро-дифференциального уравнения) посвя-
щены работы А. Л. Бухгейма, Н. И. Калиткиной, В. Б. Кардакова [6], [7],
[8].

Исследованию интегро-дифференциальных уравнений с нелокальными
условиями посвящены работы международного коллектива авторов, возглав-
ляемого профессором K. Balachandran [72]. Последние достижения коллекти-
ва в исследовании абстрактных интегро-дифференциальных уравнений см.
в [106].

Почти во всех приведенных работах полученные результаты иллюстри-
руются примерами содержательных начально-краевых задач для интегро-
дифференциальных уравнений, которые являются реализациями исход-
ных абстрактных объектов. Однако в ряде случаев исследование таких
начально-краевыx задач осуществляется методами, не использующими ре-
дукцию к абстрактным операторным аналогам. Сюда следует отнести рабо-
ты M. E. Gurtin и A. C. Pipkin [89], M. E. Lord [94], А. С. Калашников [34],
F. Bloom [75], А. А. Ильюшин и Б. Е. Победря [33], в том числе по численным
методам [50] и многие другие.

Из последних публикаций стоит отметить работы V. Poblete (2007) — рас-
сматриваются задачи с одним операторным коэффициентом и интегриро-
ванием от −∞ до t; R. Alikhani, F. Bahrami, A. Jabbari (2012) — изуча-
ются общие нелинейные проблемы для функций из Rn; S. Trostorff (2014)
— исследуются уравнения первого и второго порядков специального вида с∫ t
−∞(. . .)ds; V. Vlasov, N. Rautian (2014) — рассматривается уравнение типа
Гуртина-Пипкина с одним операторным коэффициентом; T. Diagana (2014)
— изучаются задачи с двумя сравнимыми операторными коэффициентами и
интегрированием от −∞ до t.

В упоминаемых до сих пор работах отечественных и зарубежных авто-
ров рассматривались абстрактные интегро-дифференциальные уравнения,
когда операторный коэффициент при старшей производной дифференци-
альной части является тождественным оператором. Для исследования таких
случаев доступны методы теории полугрупп операторов, теории интеграль-
ных уравнений, спектрального анализа линейных операторов и многие дру-
гие. При этом существование и единственность решений начальных задач в
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разных классах функций имеет место при очень естественных ограничениях
на исходные данные: начальные условия Коши, свободную функцию, опе-
раторные коэффициенты и ядра интегральной части. Ситуация существен-
но усложняется, когда в главной части абстрактного уравнения появляется
необратимый оператор, и оно становится неразрешенным относительно стар-
шей производной. Тогда для однозначной разрешимости начальных задач
требуются более жесткие ограничения. Интерес к таким дифференциально-
операторным уравнениям, называемыми вырожденными (в иной терминоло-
гии сингулярными или соболевского типа) проявляется с середины прошлого
века, им посвящена обширная библиография. Наиболее известными в этой
области являются работы Н. A. Сидорова, Б. В. Логинова, A. В. Синицына и
M. В. Фалалеева [107], A. Favini и A. Yagi [86], И. С. Егорова, С. Т. Пяткова
и С. В. Попова [26], H. O. Fattorini [85], Г. В. Демиденко и С. В. Успенского
[24], Ю. М. Далецкого и М. Г. Крейна [23] и др. Во всех приведенных работах
большое внимание уделяется сингулярным дифференциальным уравнениям
и существенно меньшее интегро-дифференциальным.

Наиболее близкими к настоящей работе, по мнению автора, являются ста-
тьи Д. А. Закоры, результаты которых иллюстрируются примерами содер-
жательных начально-краевых задач для интегро-дифференциальных урав-
нений. Так, в [118] исследована эволюционная задача о малых движениях
вязкой вращающейся релаксирующей жидкости в ограниченной области. За-
дача приведена к задаче Коши для интегро-дифференциального уравнения
первого порядка в гильбертовом пространстве. А в серии работ [27]-[32],
[117], [119] исследуются эволюционные и спектральные гидродинамические
задачи о малых движениях и нормальных колебаниях жидкостей в огра-
ниченной области. В каждой из работ с использованием операторных мето-
дов от начально-краевой задачи, отвечающей исследуемой модели, осуществ-
лен переход к интегро-дифференциальному уравнению второго порядка в
некотором гильбертовом пространстве. На основе этого уравнения доказана
теорема об однозначной сильной разрешимости соответствующей начально-
краевой задачи или же, если речь идёт о спектральной задаче, получены
свойства спектра и установлена базисность системы собственных элементов.
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ГЛАВА 2

Эволюционная и спектральная задачи, обобщающие

проблему малых движений и нормальных колебаний

вязкоупругой жидкости в сосуде.

2.0 Введение. Предварительные сведения

В работе [4] исследована в сепарабельном гильбертовом пространстве H за-
дача Коши для интегро-дифференциального уравнения первого порядка ви-
да

du

dt
+ Fu+

m∑
k=1

t∫
0

e−γk(t−s)Cku(s)ds = f(t), u(0) = u0, (2.1)

где u(t) — искомая функция со значениями в H, γk — положительные посто-
янные, 0 < γ1 < . . . < γm < ∞, f(t) — заданная функция со значениями в
H, u0 ∈ H, операторы F и Ck — неограниченные самосопряжённые положи-
тельно определённые операторы с областями определения D(Ck), k = 1,m,
такими, что D(Ck) = D(F ), 0 < C−1

k ∈ S∞(H), k = 1,m, а также ассоции-
рованная с (2.1) спектральная задача.

Эта задача принадлежит классу интегро-дифференциальных уравнений,
где под знаком интеграла стоят неограниченные операторы такой же силы,
как основной оператор дифференциального выражения.

Как указано в [4], задача (2.1) порождена проблемой малых движений
вязкоупругой жидкости в ограниченной области.

Приведём некоторые определения и факты из [4].

Определение 2.0.1. Функция u(t) : [0, T ]→ H называется сильным реше-
нием задачи (2.1) на отрезке [0, T ], если она обладает следующими свойства-
ми:

а) u(t) ∈ C1([0, T ];H), т.е. сильно непрерывно дифференцируема в H;
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б) u(t) ∈ D(F ) = D(Ck), k = 1,m, Fu(t), Cku(t) ∈ C([0, T ];H), k = 1,m,
при любом t ∈ [0, T ];

в) u(t) обращает уравнение (2.1) в тождество, u(0) = u0.

Теорема 2.0.2. Пусть в задаче (2.1) выполнены условия

u0 ∈ D(F ), f(t) ∈ C1([0, T ];H).

Тогда эта задача имеет (единственное) сильное решение на [0, T ].

В данной главе будут рассматриваться обобщения задачи (2.1) на случай,
когда при производной стоит не единичный оператор, а положительный и, в
частности, компактный оператор.

Необходимо заметить, что близкая тематика широко рассматривается в
работах Власова В.В. с соавторами [13]-[19].

2.1 Гидродинамическое приложение.

Важным частным случаем задачи (2.1) является задача о малых движениях
вязкоупругой жидкости (см., например, [67]), заполняющей произвольную
область Ω ⊂ R3.

Эта задача состоит в нахождении поля скоростей ~u(t, x) и поля давлений
p(t, x) из системы уравнений, краевого и начального условий:

∂~u

∂t
= −ρ−1∇p+ νI0(t)(4~u) + ~f, div~u = 0 (в Ω),

(I0(t)~v)(t, x) := ~v(t, x) +
m∑
j=1

αj

t∫
0

e−γj(t−s)~v(s, x)ds, (2.2)

~u = ~0 (на S = ∂Ω), ~u(0, x) = ~u0(x),

где ν > 0 — коэффициент кинематической вязкости, ρ > 0 — плотность
жидкости, αj > 0, j = 1,m, 0 < γ1 < . . . < γm, а ~f = ~f(t, x) — плотность
малого поля массовых сил, наложенного на гравитационное поле.

Для перехода от (2.2) к задаче вида (2.1) будем считать функции ~u(t, x)

и ∇p(t, x) при каждом t элементами гильбертова пространства вектор-
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функций ~L2(Ω) со скалярным произведением

(~u,~v)Ω :=

∫
Ω

3∑
k=1

~uk(x)~vk(x)dΩ.

Воспользуемся ортогональным разложением

~L2(Ω) = ~J0(Ω)⊕ ~G(Ω), ~G(Ω) := {~v ∈ ~L2(Ω) : ~v = ∇p},

~J0(Ω) := {~u ∈ ~L2(Ω) : div~u = 0 (в Ω), un := ~u · ~n = 0 (на ∂Ω)},

где ~n — вектор единичной нормали к ∂Ω, а div~u и un понимаются как обоб-
щённые функции конечного порядка (см., например, [38]). В силу (2.2) имеем
~u(t, x) ∈ ~J0(Ω), ∇p(t, x) ∈ ~G(Ω).

Пусть P0 — ортопроектор на ~J0(Ω), а PG — на ~G(Ω), P0 +PG = I. Считая
функции ~u(t, x) и ∇p(t, x) классическим решением задачи (2.2), получим

d~u

dt
+ νI0(t)(F~u) = ~f0(t), ~u(0) = ~u0, (2.3)

F~u := −P0(4~u), ~f0 := P0
~f, (2.4)

ρ−1∇p = νI0(t)PG(4~u) + PG ~f. (2.5)

Формула (2.5) показывает, что поле давлений ∇p(t, x) находится непосред-
ственно, если известно поле скоростей ~u(t, x) как функция t со значениями в
~H2

0(Ω) ∩ ~J0(Ω), где ~H2
0(Ω) — пространство вектор-функций с компонентами

изH2
0(Ω). Поэтому достаточно ограничиться рассмотрением задачи (2.3), где

~u = ~u(t) — функция со значениями в ~J0(Ω), а оператор F — хорошо извест-
ный в задачах гидродинамики оператор Стокса (см. [41],[46]).

Пусть граница ∂Ω области Ω является дважды непрерывно дифференци-
руемой (∂Ω ∈ C2). Тогда, как известно из [46],

D(F ) = ~J2
0 (Ω) := {~u ∈ ~J0(Ω) : 4~u ∈ ~L2(Ω), ~u = ~0 (на ∂Ω)}. (2.6)

Отметим также, что оператор F положительно определён в ~J0(Ω), при-
чём обратный оператор компактен: 0 < F−1 ∈ S∞. Собственные значения
{λj(F )}∞j=1 оператора F образуют дискретный спектр и имеют асимптотиче-
ское поведение (см. [97]):

λj(F ) =

(
mesΩ
3π2

)−2/3

j2/3[1 + o(1)] (j →∞). (2.7)
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Очевидно, что уравнение (2.3) является частным случаем задачи (2.1) в про-
странстве H = ~J0(Ω), при этом F следует заменить на νF , а Ck — на ναkF ,
k = 1,m, где оператор F — оператор Стокса (2.4), (2.6).

Замечание 2.1.1. Стоит заметить, что в задаче (2.1) роль оператора по-
тенциальной энергии выполняет коэффициент при производной (единичный
оператор I). В некоторых задачах этот оператор может быть не единичным,
а, например, положительным компактным.

2.2 Эволюционная задача для вольтеррова интегро-

дифференциального уравнения первого порядка.

Пусть H — произвольное сепарабельное гильбертово пространство. Рассмот-
рим задачу Коши для интегро-дифференциального уравнения

A
du

dt
+ Fu+

m∑
k=1

t∫
0

e−γk(t−s)Cku(s)ds = f(t), u(0) = u0. (2.8)

Здесь A — положительный самосопряжённый оператор, u = u(t) — ис-
комая функция со значениями в D(A−1/2) ⊂ H, γk — положительные по-
стоянные, 0 < γ1 < . . . < γm < ∞, f(t) — заданная функция со значе-
ниями в D(A−1/2), а F — неограниченный самосопряженный положительно
определенный оператор. Через Ck, k = 1,m, обозначены неограниченные са-
мосопряженные положительные операторы с областями определения D(Ck)

такими, что
D(Ck) ⊃ D(F ), k = 1,m. (2.9)

Замечание 2.2.1. Будем считать, что оператор A действует не в H, а в
шкале пространств Eα, построенной по A−1, тогда будем иметь

E0 = H, D(A−1) = E1, D(A−1/2) = E1/2,

причём A−1/2 : Eα/2 → E(α−1)/2 — ограниченный оператор.

Дадим определение сильного решения задачи (2.8) со значениями в про-
странстве D(A−1/2).
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Определение 2.2.2. Сильным решением интегро-дифференциального
уравнения (2.8) на отрезке [0, T ] называется такая функция u(t) со значе-
ниями в D(A−1/2), для которой выполнены следующие условия:

a) u(t) ∈ C1([0, T ];D(A−1/2)) ∩ C([0, T ];D(A−1/2F ));
б) все слагаемые в (2.8) непрерывны по t и принимают значения в

D(A−1/2) ⊂ H, т.е. принадлежат пространству C([0, T ];D(A−1/2));
в) при любом t ∈ [0, T ] справедливо уравнение (2.8);
г) выполнено начальное условие u(0) = u0.

С учётом замечания 2.2.1 первое слагаемое в (2.8) можно переписать в
эквивалентных формах:

A
du

dt
=

d

dt
(Au) = A1/2 d

dt
(A1/2u) ∈ C([0, T ];D(A−1/2)).

Замечание 2.2.3. Для существования сильного решения u(t) со значениями
в D(A−1/2) необходимо, чтобы выполнялись условия

u0 ∈ D(A−1/2F ), f(t) ∈ C([0, T ];D(A−1/2)).

Вид уравнения (2.8) и свойства его операторных коэффициентов позво-
ляют привести эту проблему к задаче Коши для дифференциального урав-
нения первого порядка в ортогональной сумме гильбертовых пространств.

Будем считать, что задача (2.8) имеет сильное решение со значениями в
D(A−1/2) на отрезке [0, T ], и введём новые искомые функции согласно фор-
мулам

u0(t) := u(t), uk(t) :=

t∫
0

e−γk(t−s)C
1/2
k u(s)ds+ uk(0), k = 1,m.

Для сильного решения со значениями в D(A−1/2) функции uk(t) непрерывно
дифференцируемы и

duk
dt

= C
1/2
k u0(t)− γk(uk(t)− uk(0)), k = 1,m. (2.10)

Вместе с (2.8) уравнения (2.10) приводят к дифференциальному уравнению

Adũ
dt

+ F0ũ = f̃(t), ũ(0) = ũ0, (2.11)
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в гильбертовом пространстве

H̃ := H0 ⊕ Ĥ1, H0 := H, Ĥ1 :=
m⊕
k=1

Hk, Hk := H, k = 1,m. (2.12)

При этом

ũ(t) := (u0(t); û1(t))
τ , û1(t) := (u1(t); . . . ;um(t))τ , ũ(0) = (u0; û1(0))τ ,

f̃(t) := ((f(t)−
m∑
k=1

C
1/2
k uk(0));−γ̂û1(0))τ , γ̂ := diag(γkI)mk=1,

где символом (·; ·)τ обозначена операция транспонирования, в данном случае
строки.

Операторы A и F0 в ортогональном разложении (2.12) имеют следующее
матричное представление:

A = diag(A; Î1), Î1 := diag(I; . . . ; I︸ ︷︷ ︸
m раз

),

F0 = (Fij)
1
i,j=0, F00 := F, F01 := (C

1/2
1 ; . . . ;C1/2

m ),

F10 = −(C
1/2
1 ; . . . ;C1/2

m )τ , F11 := γ̂. (2.13)

Дальнейшее исследование свойств решений задачи Коши (2.8) для
интегро-дифференциального уравнения в пространствеH и дифференциаль-
ного уравнения (2.11) в ортогональной сумме пространств Hm+1 основано на
изучении свойств операторных матриц A и F0.

Так, очевидно, что операторная матрица A является положительным опе-
ратором в пространстве H̃.

Отметим теперь, что операторная матрица F0 возникла в [4] и обладает
свойствами, установленными в леммах 1.2-1.4 и теореме 1.5 этой работы.
Потому приведём ниже лишь соответствующие утверждения о свойствах F0

без их доказательств.
Предварительно напомним следующий факт.

Лемма 2.2.4. (неравенство Гайнца, см., например, [43, c.254]). Пусть A
и B — положительные самосопряжённые операторы в гильбертовом про-
странстве H, такие, что D(B) ⊃ D(A) и ‖Bu‖ 6 ‖Au‖ (u ∈ D(A)). Тогда
‖Bαu‖ 6 ‖Aαu‖, 0 < α < 1.
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В исследуемой задаче в силу условий D(Ck) ⊃ D(F ), k = 1,m, имеем
соотношения

D(Cα
k ) ⊃ D(F α), 0 < α < 1, k = 1,m, (2.14)

и найдутся такие положительные константы bk,α что

‖Cα
k u‖/‖F αu‖ 6 bk,α, 0 < α < 1, k = 1,m, u ∈ D(F α). (2.15)

Неравенства (2.15) и соотношения (2.14) далее будут использованы при α =

1/2.

Лемма 2.2.5. (см. [4, с.9]) Оператор F0, заданный формулами (2.13) на
плотном в H̃ множестве

D(F0) := D(F )⊕ D̂1/2
1 , (2.16)

D̂1/2
1 :=

m⊕
k=1

D(C
1/2
k ), D(C

1/2
k ) ⊃ D(F ), k = 1,m, (2.17)

является равномерно аккретивным оператором, т.е.

Re (F0ũ, ũ)H̃ > c‖ũ‖2
H̃, c := min(λ1(F ); γ1) > 0, (2.18)

где λ1(F ) — нижняя грань самосопряжённого положительно определенно-
го оператора F . (Если F−1 ∈ S∞, то λ1(F ) — минимальное собственное
значение оператора F .)

Лемма 2.2.6. (см. [4, c.9]) Оператор F0 является в существенном макси-
мальным равномерно аккретивным оператором, т.е. замыкание F := F0

— максимальный равномерно аккретивный оператор.

Введём далее по схеме статьи [4] вспомогательные операторы

Qk := C
1/2
k F−1/2, D(Qk) := Hk = H0,

Q+
k := F−1/2C

1/2
k , D(Q+

k ) := D(C
1/2
k ), k = 1,m,

а также операторные столбцы и строки

Q10 := (Q1; . . . ;Qm)τ , D(Q10) = H0,

Q+
01 := (Q+

1 ; . . . ;Q+
m), D(Q+

01) = D̂1/2
1 ⊂ Ĥ1.

Как показано в [4], с помощью этих операторов можно произвести замыкание
оператора F0.
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Лемма 2.2.7. (см. [4, c.11]) Справедливы соотношения

Q+
k = Q∗k|D(C

1/2
k )

(k = 1,m), Q+
01 = Q∗10|D̂1/2

1
, (2.19)

причём замыкание по непрерывности оператора Q+
k совпадает с Q∗k, а опе-

ратора Q+
01 — с Q∗10.

Следствием приведенной леммы является

Теорема 2.2.8. (о факторизации операторной матрицы и её замыкании
(см. [4, c.11])). Оператор F0, введённый формулами (2.13) на множестве
(2.16)-(2.17), допускает следующие факторизации:

а) в форме Шура-Фробениуса:

F0 =

(
I0 0

−Q10F
−1/2 Î1

)(
F 0

0 F11 +Q10Q
+
01

)(
I0 F−1/2Q+

01

0 Î1

)
, (2.20)

б) с симметричным окаймлением:

F0 =

(
F 1/2 0

0 Î1

)(
I0 Q+

01

−Q10 F11

)(
F 1/2 0

0 Î1

)
, (2.21)

Замыкание F оператора F0 допускает представления:
а) в форме Шура-Фробениуса:

F =

(
I0 0

−Q10F
−1/2 Î1

)(
F 0

0 F11 +Q10Q
∗
10

)(
I0 F−1/2Q∗10

0 Î1

)
, (2.22)

б) с симметричным окаймлением:

F =

(
F 1/2 0

0 Î1

)(
I0 Q∗10

−Q10 F11

)(
F 1/2 0

0 Î1

)
. (2.23)

Оператор F задан на области определения

D(F) = {ũ = (u0; û1)
τ ∈ H̃ : (u0 + F−1/2Q∗10û1) ∈ D(F )} (2.24)

посредством формулы

F ũ =

(
F (u0 + F−1/2Q∗10û1)

−Q10F
1/2u0 + F11û1

)
, ũ ∈ D(F). (2.25)



27

Опираясь на приведенные свойства матричного оператора F , перейдём к
рассмотрению задачи с замкнутым оператором:

Adũ
dt

+ F ũ = f̃(t), ũ(0) = ũ0. (2.26)

Принимая во внимание замечание 2.2.1, перепишем это уравнение в виде

A1/2 d

dt

(
A1/2ũ

)
+ F ũ = f̃(t), ũ(0) = ũ0,

а затем применим к обеим частям уравнения оператор A−1/2 и осуществим
замену

A1/2ũ = ṽ.

Получим следующую задачу:

dṽ

dt
+ FAṽ = f̂(t), ṽ(0) = ṽ0, (2.27)

где f̂(t) = A−1/2f̃(t) = (A−1/2(f(t)−
m∑
k=1

Ckuk(0));−γ̂û1(0))τ ,

FA:=A−1/2FA−1/2, D(FA):=R(A1/2F−1A1/2), ṽ0:=(A1/2u0; û1(0))τ . (2.28)

Область значений замкнутого оператора FA совпадает со всем простран-
ством H̃. Действительно, R(FA) = D(A1/2F−1A1/2) = H̃. Учитывая, что
A−1/2ṽ = (A−1/2v0; v̂1)

τ , убеждаемся, что оператор FA действует следующим
образом:

FAṽ =

(
A−1/2FA−1/2(v0 + A1/2F−1/2Q∗10v̂1)

−Q10F
1/2A−1/2v0 + F11v̂1

)
, ṽ ∈ D(FA),

на области определения

D(FA)={ṽ=(v0; v̂1)
τ ∈ H̃ : (v0 + A1/2F−1/2Q∗10v̂1) ∈ D(A−1/2FA−1/2),

v0 ∈ D(F 1/2A−1/2)}.

Для FA сохраняется условие равномерной аккретивности. Из приведен-
ных рассуждений следует, что оператор FA является максимальным рав-
номерно аккретивным, то есть −FA является генератором сжимающей C0-
полугруппы. Тогда по теореме Филлипса (см. [42, с.166]) задача Коши (2.27)
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имеет единственное сильное решение на отрезке [0, T ], если выполнены сле-
дующие условия

ṽ0 ∈ D(FA), f̂(t) ∈ C1([0, T ]; H̃). (2.29)

Из условий (2.29) получим соответствующие условия на начальные данные
исходной задачи (2.8).

Так, из принадлежности элемента ṽ0 области определения оператора FA
следует, что

u0 ∈ D(A−1/2F ) ⊂ D(F 1/2), û1 ∈ D(A−1/2C10), C10 := (C
1/2
1 , . . . , C1/2

m ).

Аналогично получим условие для f(t):

f(t) ∈ C1([0, T ];D(A−1/2)).

Сформулируем теперь теорему существования и единственности сильного
решения со значениями в D(A−1/2) задачи (2.8).

Теорема 2.2.9. Пусть выполнены условия

u0 ∈ D(A−1/2F ), f(t) ∈ C1([0, T ];D(A−1/2)); (2.30)

тогда каждая из задач (2.8), (2.11),(2.26),(2.27) имеет единственное силь-
ное решение со значениями в D(A−1/2) (для задач (2.11),(2.26) решение в
D(A−1/2), а для (2.27) — в H̃) на [0;T ], и из существования такого реше-
ния любой из них следует существование решения остальных.

Доказательство. Оно проводится по схеме доказательства теоремы 2.0.2.
Новым в доказательстве является факт установления соответствия между
задачами (2.27) и (2.26). Убедимся в его справедливости. Так, если выполне-
ны условия (2.30), то для задачи (2.27) выполнены условия (2.29) и потому,
как уже упоминалось выше, задача (2.27) имеет на отрезке [0, T ] сильное
решение ṽ(t) со значениями в H̃. Как показывают построения, связанные с
переходом от (2.26) к (2.27), задача (2.26) также имеет единственное сильное
решение ũ(t) = A−1/2ṽ(t) со значениями в D(A−1/2) на отрезке [0, T ], причём
для этой задачи выполнены условия

ũ0 = (A−1/2v0; v̂1(0))τ ∈ D(A−1/2F), f̃(t) ∈ C1([0, T ];D(A−1/2)).
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При этих же условиях из существования сильного решения со значениями
в D(A−1/2) задачи (2.26) следует существование сильного решения задачи
(2.27).

2.2.1 Нормальные движения динамической системы. Назовём
нормальными колебаниями решения однородной задачи (2.27), зависящие
от t по закону

ṽ(t) = ṽe−λt, ṽ ∈ H̃. (2.31)

Подставляя функцию (2.31) в однородное уравнение (2.27), для определения
амплитудных элементов ṽ ∈ H̃ и собственных значений λ ∈ C приходим к
спектральной задаче

FAṽ = λṽ, ṽ ∈ D(FA), (2.32)

где FA — операторная матрица, определяемая формулой (2.28). Далее задачу
(2.32) будем называть задачей, ассоциированной с исходной эволюционной
задачей (2.8).

Выделим два очевидных свойства решений задачи (2.32).
1◦. Спектр задачи (2.32) расположен в полуплоскости

Reλ > c̃.

2◦. Оператор FA имеет ограниченный обратный оператор FA−1, для ко-
торого

||FA−1|| 6 c̃ −1.

Здесь c̃ > 0 — постоянная из условия равномерной аккретивности опера-
тора FA.

Для дальнейшего исследования полезно осуществить переход от задачи
(2.32) к равносильной задаче

(FA)−1ṽ = µṽ, µ := λ−1, ṽ = (v0; v̂1)
τ ∈ H̃ = H0 ⊕ Ĥ1,

с ограниченным оператором

FA−1 :=

(
F11 F12

F21 F22

)
,
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F11 :=A1/2F−1/2(I0 +Q∗10F
−1
11 Q10)

−1F−1/2A1/2,

F21 :=(Q10Q
∗
10 + F11)

−1Q10F
−1/2A1/2,

F12 :=−A1/2F−1/2Q∗10(Q10Q
∗
10 + F11)

−1,

F22 :=(Q10Q
∗
10 + F11)

−1.

В работе [4] (т.е. при A = I) была исследована спектральная задача
F ũ = λũ, ũ ∈ D(F), ассоциированная с задачей (2.1). При этом были ис-
пользованы методы теории операторов, самосопряжённых в пространстве с
индефинитной метрикой (см. [1]). Подход, развитый в [4], можно применить
и для задачи (2.32). Поэтому далее сформулируем без доказательства ре-
зультаты рассмотрения задачи (2.32), полученные на основе этого подхода.

Теорема 2.2.10. Операторные матрицы FA и F−1
A являются J -

самосопряжёнными операторами с оператором канонической симметрии

J := (I0,−Î1).

Спектр задачи (2.32) положителен, за исключением не более конечного
числа (с учётом кратности) невещественных собственных значений.

Теорема 2.2.11. Пусть B := F11 + Q10Q
∗
10. Тогда существенный спектр

σess(FA) оператора FA совпадает с множеством {∞} ∪ σess(B).

Дальнейшим результатам предпошлём следующее

Определение 2.2.12. Базис {ψn}∞n=1 ⊂ H называется базисом Рисса, если
ψn = Tϕn, где {ϕn}∞n=1 — ортонормированный базис в H, а T , T−1 ∈ L(H).
Базис Рисса называется p-базисом (см. [52]), если T = I + T1, T1 ∈ Sp.

Теорема 2.2.13. Задача (2.32) имеет счётное множество положитель-
ных собственных значений {λ(∞)

n }
∞
n=1 с единственной предельной точкой

λ = +∞ и собственными элементами {ũ(∞)
n }∞n=1, ũ

(∞)
n = (u

(∞)
0n ; û

(∞)
1n )τ ∈ H̃,

проекции {u(∞)
0n }∞n=1 которых на H образуют базис Рисса с конечным дефек-

том в пространстве E−1/2. Если выполнено условие

F−1 ∈ Sp0, (2.33)

то указанный базис Рисса является p0-базисом (с конечным дефектом) в
E−1/2.
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Здесь и далее пространство E−1/2 := A−1/2H принадлежит шкале про-
странств Eα (см. замечание 2.2.1).

Замечание 2.2.14. Отметим, что в теореме 2.2.13 для задачи (2.32) условие
(2.33) можно заменить на одно из условий

A ∈ Sp0

или

A ∈ SpA, F−1 ∈ SpF , p−1
0 = p−1

A + p−1
F .

Запишем спектральную задачу (2.32), т.е.

FAṽ = λṽ, ṽ ∈ D(FA), (2.34)

в виде системы уравнений:{
A−1/2FA−1/2(v0 + A1/2F−1/2Q∗10v̂1) = λv0,

−Q10F
1/2A−1/2v0 + F11v̂1 = λv̂1,

или  A−1/2FA−1/2(v0 +
m∑
k=1

A1/2F−1/2Q∗kvk) = λv0,

−QkF
1/2A−1/2v0 + γkvk = λvk, k = 1,m.

(2.35)

Отсюда
vk = (γk − λ)−1QkF

1/2A−1/2v0, λ 6= γk, k = 1,m. (2.36)

Подставляя (2.36) в первое соотношение системы (2.35), получим вместо
(2.34) спектральную задачу для операторного пучка:

L(λ)v0 :=

(
I−λA1/2F−1A1/2+

m∑
k=1

(γk−λ)−1A1/2F−1/2Q∗kQkF
1/2A−1/2

)
v0 =0.

(2.37)
Таким образом, исследование спектральной задачи (2.34), ассоциированной с
эволюционной задачей (2.27), приводит к задаче (2.37) о спектре пучка L(λ),
связанного с исходной задачей (2.8).

Задача будет изучена ниже в п.4.4.1.
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2.3 Вольтерровы интегро-дифференциальные уравне-

ния первого порядка, неразрешённые относительно

производной.

2.3.1 Уравнения с диссипацией и подкачкой энергии. Рассмотрим
в сепарабельном гильбертовом пространстве H задачу Коши для интегро-
дифференциального уравнения вида

A
du

dt
+Fu+

t∫
0

e−γ(t−s)Cu(s)ds−
t∫

0

e−ρ(t−s)V u(s)ds = f(t), u(0) = u0, (2.38)

0 < A = A∗ ∈ L(H), F = F ∗ � 0, C = C∗ > 0, V = V ∗ > 0, (2.39)

D(F ) ⊂ D(C), D(F ) ⊂ D(V ), γ > 0, ρ > 0. (2.40)

Первое интегральное слагаемое здесь соответствует диссипации, а
второе — подкачке энергии.

Эту задачу для интегро-дифференциального уравнения можно привести
к задаче Коши для дифференциального уравнения первого порядка в ор-
тогональной сумме гильбертовых пространств по схеме, использованной в
пункте 2.2

Будем считать, что задача (2.38) имеет на отрезке [0, T ] сильное решение
со значениями в D(A−1/2) (см. определение 3.1.1). Введём новые неизвестные
функции согласно формулам

v(t) :=

t∫
0

e−γ(t−s)C1/2u(s)ds+ v(0), w(t) :=

t∫
0

e−ρ(t−s)V 1/2u(s)ds+ w(0). (2.41)

Если u = u(t) сильное решение задачи (2.38), то v(t) и w(t) непрерывно
дифференцируемы и

dv

dt
= C1/2u− γ(v − v(0)),

dw

dt
= V 1/2u− ρ(w − w(0)).

C учётом (2.41) приходим взамен (2.38) к задаче Коши

Ady
dt

+ F0y = f0(t), y(0) = y0, (2.42)
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в гильбертовом пространстве H3 := H ⊕ H ⊕ H. При этом
y :=(u; v;w)τ , y0 :=(u0; v(0);w(0))τ ,

f0(t) :=(f(t)− C1/2v(0) + V 1/2w(0); γv(0); ρw(0))τ .

Здесь операторная матрица A := diag(A; I; I) положительна.
Что касается операторной матрицы

F0 :=

 F C1/2 −V 1/2

−C1/2 γI 0

−V 1/2 0 ρI

 ,

то она задана на плотной в ортогональной сумме гильбертовых пространств
H3 области определения

D(F0) := D(F )⊕D(C1/2)⊕D(V 1/2) ⊂ H3 (2.43)

и является, вообще говоря, неограниченным оператором в H3. Отметим ещё,
что оператор F0 определён корректно на D(F0), так как из (2.40) следует,
что

D(F ) ⊂ D(C) ⊂ D(C1/2), D(F ) ⊂ D(V ) ⊂ D(V 1/2), D(F ) = H,

и поэтому F0y ∈ H3 при любом y ∈ D(F0).
Перейдём к изучению свойств операторной матрицы F0.

Лемма 2.3.1. Существует такая константа α0 ∈ R, что

Re (F0y, y) > α0||y||2, y ∈ D(F0). (2.44)

Доказательство. Действительно,

(F0y, y) = ||F 1/2u||2 + γ||v||2 + ρ||w||2 − 2iIm(C1/2u, v)− 2Re(V 1/2u,w).

Учитывая (при любом ε > 0) оценку

|2Re(V 1/2u,w)| 6 2||V 1/2u|| · ||w|| 6 ε||V 1/2u||2 + ε−1||w||2,

получим

Re(F0y, y) > ||F 1/2u||2 − ε||V 1/2u||2 + γ||v||2 + (ρ− ε−1)||w||2.
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Далее, принимая во внимание (2.40), используя неравенство Гайнца (лемма
2.2.4) и свойство положительной определённости оператора F (см. (2.39)),
имеем оценки

||V 1/2u||2 6 b||F 1/2u||2, b > 0, ||F 1/2u||2 > β||u||2, β > 0.

Окончательно для Re(F0y, y) получаем

Re(F0y, y) > min
{

(1− εb)β, γ, ρ− ε−1
}
||y||2.

Здесь при выборе ε взято условие (1− εb) > 0, и тогда в качестве α0 в (2.44)
можно взять α0 := min

{
(1− εb)β, γ, ρ− ε−1 : (1− εb) > 0

}
.

Учитывая неравенство (2.44), осуществим в (2.42) замену (сдвижку на
α > |α0|, поскольку α0 может быть неположительным):

y(t) = eαtz(t).

Тогда вместо (2.42) приходим к задаче

Adz
dt

+ Fαz = g(t), z(0) = z0, (2.45)

где

Fα := F0 + αA, g(t) = e−αtf0(t), z0 = y0, z(t) = e−αt(u; v;w)τ .

Действуя далее по схеме пункта 2.2, введём вспомогательные операторы

QC :=C1/2F−1/2, D(QC) :=H, Q+
C :=F−1/2C1/2, D(Q+

C) :=D(C1/2), (2.46)

QV :=V 1/2F−1/2, D(QV ) :=H, Q+
V :=F−1/2V 1/2, D(Q+

V ) :=D(V 1/2). (2.47)

Лемма 2.3.2. Операторы QC, Q+
C, QV и Q+

V обладают свойствами

Q+
C = Q∗C |D(C1/2), Q+

C = Q∗C , Q+
V = Q∗V |D(V 1/2), Q+

V = Q∗V .

Доказательство. Оно такое же, как в лемме 2.2.7 пункта 2.2.

Теорема 2.3.3. Оператор Fα допускает факторизацию с симметричным
окаймлением

Fα=

F
1/2 0 0

0 I 0

0 0 I


 I + αF−1/2AF−1/2 Q+

C −Q+
V

−QC (α + γ)I 0

−QV 0 (α + ρ)I


F

1/2 0 0

0 I 0

0 0 I

.
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Замыкание F оператора Fα допускает представление в форме

F=

F
1/2 0 0

0 I 0

0 0 I


 I + αF−1/2AF−1/2 Q∗C −Q∗V

−QC (α + γ)I 0

−QV 0 (α + ρ)I


F 1/2 0 0

0 I 0

0 0 I

.
(2.48)

Оператор F задан на области определения

D(F) :=
{

(u; v;w)τ ∈ H3 : u, (F 1/2u+Q∗Cv −Q∗Vw) ∈ D(F 1/2)
}

(2.49)

посредством формулы

Fz =

F
1/2(F 1/2u+Q∗Cv −Q∗Vw) + αAu

−QCF
1/2u+ (α + γ)v

−QVF
1/2u+ (α + ρ)w

, z ∈ D(F). (2.50)

Замечание 2.3.4. Доказательство теоремы 2.3.3 проводится так же, как
доказательство теоремы 2.2.8, и потому здесь не приводится.

Таким образом, оператор F , представленный в виде (2.48), является мак-
симальным равномерно аккретивным оператором. Можно непосредственно
проверить, что он задан на области определения (2.49) и определен форму-
лой (2.50).

Опираясь на установленные свойства матричного оператора F , перейдём
к рассмотрению задачи с замкнутым оператором

Adz
dt

+ Fz = g(t), z(0) = y0. (2.51)

Дальнейшее рассмотрение задачи (2.51) проводится точно так же, как
исследование задачи (2.26).

Применяя к обеим частям (2.51) оператор A−1/2 и осуществляя замену
A1/2z = x, получим следующую задачу

dx

dt
+ FAx = h(t), x(0) = x0, (2.52)

где
h(t) = A−1/2g(t), x0 = A1/2z0, x(t) = (A1/2u; v;w)τ ,

D(FA):=
{
(u; v;w)τ∈ H3: u, (F1/2A−1/2u+Q∗Cv −Q∗Vw)∈ D(A−1/2F1/2)

}
(2.53)
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Отметим, что для оператора FA выполнено неравенство равномерной аккре-
тивности:

Re(FAz, z) > α̃||z||2, (2.54)

где α̃ := α+α0 > 0 в силу выбора ε и α, а значит −FA является генератором
C0-полугруппы. Тогда по теореме Филлипса (см. [42], с.166) задача Коши
(2.52) имеет единственное сильное решение на отрезке [0, T ], если выполнены
следующие условия

x0 ∈ D(FA), h(t) ∈ C1([0, T ];H3). (2.55)

Из условий (2.55) получим следующие (достаточные) условия на начальные
данные исходной задачи (2.38):

u0 ∈ D(A−1/2F ) ⊂ D(F 1/2),

v(0) = v0 ∈ D(A−1/2C1/2), w(0) = w0 ∈ D(A−1/2V 1/2),

из которых следует, что x0 ∈ D(A−1/2FαA−1/2) ⊂ D(FA). Аналогично полу-
чим условие для f(t):

f(t) ∈ C1([0, T ];D(A−1/2)).

Опираясь на эти факты, сформулируем теперь теорему существования и
единственности сильного решения задачи (2.38) в предположении, что v(0)=

w(0)= 0.

Теорема 2.3.5. Пусть выполнены условия

u0 ∈ D(A−1/2F ), f(t) ∈ C1(([0, T ];D(A−1/2)); (2.56)

тогда каждая из задач (2.38), (2.42),(2.45),(2.51),(2.52) имеет единствен-
ное сильное решение на [0, T ], и из существования такого решения любой
из них следует существование решения остальных. Для задачи (2.38) это
сильное решение со значениями в D(A−1/2), для (2.42),(2.45),(2.51) — со зна-
чениями в D(A−1/2), а для задачи (2.52) — в пространстве H3.

Доказательство. Оно проходит по схеме доказательства теоремы 2.2.9 с со-
ответствующими изменениями. Убедимся лишь в существовании связи меж-
ду задачами (2.42) и (2.45). Действительно, если задача (2.42) имеет един-
ственное сильное решение y(t) со значениями в D(A−1/2) при условиях

y0 := (u0; 0; 0)τ ∈ D(A−1/2F0), f0(t) ∈ C1([0, T ];D(A−1/2)),
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то задача (2.45) имеет единственное сильное решение z(t) со значениями в
D(A−1/2) при тех же условиях:

z0 = y0 ∈ D(A−1/2F0), g(t) = eαtf0(t) ∈ C1([0, T ];D(A−1/2)).

2.3.2 Обобщения. Опираясь, на доказанные утверждения, рассмотрим
проблему более общую, чем (2.38):

A
du

dt
+Fu+

m∑
k=1

t∫
0

e−γk(t−s)Cku(s)ds−
n∑
j=1

t∫
0

e−δj(t−s)Dju(s)ds = f(t), u(0) = u0,

(2.57)
0 < A ∈ S∞, γk > 0, k = 1,m, δj > 0, j = 1, n,

F = F ∗ � 0, Ck = C∗k > 0, k = 1,m, Dj = D∗j > 0, j = 1, n,

D(F ) ⊂ D(Ck), k = 1,m, D(F ) ⊂ D(Dj), j = 1, n.

Преобразованиями, аналогичными (2.41), (3.6), её можно привести к за-
даче Коши вида (2.42). Полагая

vk(t) :=

t∫
0

e−γk(t−s)C
1/2
k u(s)ds+ vk(0), k = 1,m, (2.58)

wj(t) :=

t∫
0

e−δj(t−s)D
1/2
j u(s)ds+ wj(0), j = 1, n, (2.59)

приходим к задаче, которая в векторно-матричной форме имеет вид: A 0 0

0 Îm 0

0 0 În

 d

dt

 u

v̂

ŵ

+

 F Ĉ1/2 −D̂1/2

−(Ĉ1/2)τ γ̂Îm 0

−(D̂1/2)τ 0 δ̂În


 u

v̂

ŵ

 =

 f̂

γ̂v̂(0)

δ̂ŵ(0)

,
то есть к задаче

Ãdỹ
dt

+ F̃0ỹ = f̃0(t), ỹ(0) = ỹ0. (2.60)

Здесь

ỹ(t) := (u, v̂, ŵ)τ ∈ H̃ := H⊕
m⊕
k=1

Hk ⊕
n⊕
j=1

Hj, Hk = Hj = H,

v̂ := (v1, . . . , vm)τ , ŵ := (w1, . . . , wn)
τ , ỹ0 := (u0, v̂(0), ŵ(0))τ ,
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f̃0(t) =

((
f(t)−

m∑
k=1

C
1/2
k vk(0) +

n∑
j=1

D
1/2
j w(0)

)
, γ̂v̂(0), δ̂ŵ(0)

)τ

,

Îm := diag(I, . . . , I︸ ︷︷ ︸
m раз

), În := diag(I, . . . , I︸ ︷︷ ︸
n раз

),

Ĉ1/2 := (C
1/2
1 , . . . , C1/2

m )τ , k = 1,m, D̂1/2 := (D
1/2
1 , . . . , D1/2

n )τ , j = 1, n,

γ̂Îm := diag(γkI)mk=1, δ̂În := diag(δjI)nj=1.

В задаче (2.60) для оператора F̃0 справедливы свойства оператора F0 из
(2.42) с соответствующими изменениями. Поэтому наряду с задачей (2.60)
можем рассмотреть задачу с замкнутым оператором, аналогичную (2.52):

dx̃

dt
+ F̃Ax̃ = h̃(t), x̃(0) = x̃0. (2.61)

Теорема 2.3.6. Пусть выполнены условия

u0 ∈ D(A−1/2F ), f(t) ∈ C1(([0, T ];D(A−1/2)) (2.62)

тогда каждая из задач (2.57), (2.60), (2.61) имеет единственное сильное
решение (для задачи (2.57) это решение со значениями в D(A−1/2), а для
задачи (2.60) — в D(Ã−1/2)) на [0;T ] и из существования такого решения
любой из них следует существование решения двух других.

Замечание 2.3.7. Доказательство теоремы 2.3.6 проводится точно по схеме
доказательства теоремы 2.3.5.

2.3.3 Общий случай. В гильбертовом пространстве H рассмотрим за-
дачу Коши для вольтеррова интегро-дифференциального уравнения первого
порядка следующего вида

A
du

dt
+ Fu+

m∑
k=1

t∫
0

Gk(t, s)Cku(s)ds = f(t), u(0) = u0. (2.63)

ЗдесьA > 0 — компактный оператор, u(t) — искомая функция со значениями
в H, f(t) — заданная функция, Gk(t, s) — ограниченные оператор-функции,
действующие в H, Ck — операторы, действующие в H, k = 1,m.
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Наша цель — выяснить ограничения на операторы F , Ck и оператор-
функции Gk(t, s), k = 1,m, при которых имеет место теорема о существова-
нии и единственности сильного решения задачи (2.63).

Приведём сначала известные факты (см. [4]) о разрешимости задачи (2.63)
для случая, когда A = I:

du

dt
+ Fu+

m∑
k=1

t∫
0

Gk(t, s)Cku(s)ds = f(t), u(0) = u0. (2.64)

Определение 2.3.8. Сильным решением интегро-дифференциального
уравнения (2.64) на отрезке [0, T ] называется такая функция u(t) со зна-
чениями в H, для которой выполнены следующие условия:

а) u(t) ∈ C1([0, T ];H) ∩ C([0, T ];D(F ));
б) все слагаемые в (2.64) непрерывны по t, т.е. принадлежат пространству

C([0, T ];H);
в) при любом t ∈ [0, T ] справедливо уравнение (2.64);
г) u(0) = u0.

Замечание 2.3.9. Для существования сильного решения необходимо, чтобы
выполнялись условия

a) u0 ∈ D(F ), б) f(t) ∈ C([0, T ];H).

Теорема 2.3.10. (см. [4]) Пусть выполнены условия

D(Ck) ⊃ D(F ), k = 1,m,

Gk(t, s),
∂Gk

∂t
(t, s) ∈ C(∆T ;L(H)), ∆T := {(t, s) : 0 6 s 6 t 6 T}, (2.65)

а также условие
u0 ∈ D(F ). (2.66)

Пусть, далее, оператор −F является генератором C0-полугруппы, а f(t)

удовлетворяет условию

f(t) ∈ C1([0, T ];H). (2.67)

Тогда задача (2.64) имеет единственное сильное решение на отрезке [0, T ].
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Возвращаясь к рассмотрению задачи (2.63), дадим определение её силь-
ного решения.

Определение 2.3.11. Сильным решением интегро-дифференциального
уравнения (2.63) на отрезке [0, T ] называется такая функция u(t) со зна-
чениями в D(A1/2), для которой выполнены следующие условия:

а) u(t) ∈ C1([0, T ];D(A−1/2)) ∩ C([0, T ];D(A−1/2F ));
б) все слагаемые в (2.63) принадлежат пространству C([0, T ];D(A−1/2)),

т.е. непрерывны по t и принимают значения в D(A−1/2) ⊂ H;
в) при любом t ∈ [0, T ] справедливо уравнение (2.63);
г) u(0) = u0.

Осуществим в (2.63) замену A1/2u = v и применим к обеим частям урав-
нения оператор A−1/2. Получим

dv

dt
+ F̃ v +

m∑
k=1

t∫
0

G̃k(t, s)C̃kv(s)ds = f̃(t), v(0) = v0, (2.68)

где F̃ := A−1/2FA−1/2, f̃(t) := A−1/2f(t), v0 := A1/2u0.
Что касается операторов G̃k(t, s) и C̃k, k = 1,m, то их можно определить

двумя способами:

a) G̃k(t, s) := A−1/2Gk(t, s), C̃k := CkA
−1/2;

б) G̃k(t, s) := A−1/2Gk(t, s)A
1/2, C̃k := A−1/2CkA

−1/2.

(2.69)

Тогда если для (2.68) справедлива теорема 2.3.10, то есть если выполнены
условия

1◦ D(C̃k) ⊃ D(F̃ ), k = 1,m,

2◦ G̃k(t, s), ∂G̃k(t, s)/∂t ∈ C(∆T ;L(H)),

3◦ − F̃ является генератором C0-полугруппы,
4◦ v0 ∈ D(F̃ ),

5◦ f̃(t) ∈ C1([0, T ];H),

то существует единственное сильное решение задачи (2.68) на отрезке [0, T ].
Получим теперь из условий 1◦-5◦ разрешимости задачи (2.68) достаточные

условия разрешимости задачи (2.63).
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Так, условие 3◦ будет выполнено, если считать оператор F максимальным
равномерно аккретивным, и тогда −F будет генератором сжимающей C0-
полугруппы. Действительно, если для F выполняется условие равномерной
аккретивности

Re(Fu, u) > c||u||2, c > 0,

то для F̃ получаем

Re(F̃ v, v) = Re(A−1/2FA−1/2v, v) = Re(FA−1/2v, A−1/2v) > c||A−1/2v||2 >

> c̃||v||2, c̃ > 0,

кроме того
D(F̃ ) = D(A−1/2FA−1/2) = R(A1/2F−1A1/2),

R(F̃ ) = R(A−1/2FA−1/2) = D(A1/2F−1A1/2) = H,

откуда непосредственно следует, что −F̃ — генератор сжимающей C0-
полугруппы.

Из условия 4◦ принадлежности v0 ∈ D(F̃ ) получаем, что

F̃ v0 = A−1/2FA−1/2v0 = A−1/2Fu0 ∈ H,

то есть
u0 ∈ D(A−1/2F ). (2.70)

Аналогичным образом из условия 5◦ принадлежности f̃(t) пространству
C1([0, T ];H) следует, что

A−1/2f(t) ∈ C1([0, T ];H),

откуда получаем, что

f(t) ∈ C1([0, T ];D(A−1/2)). (2.71)

Рассмотрим теперь условия 1◦-2◦, считая, что операторы C̃k, G̃k(t, s), k =

1,m, имеют вид (2.69), вариант а). Тогда из условия 1◦ получаем, что

D(A−1/2FA−1/2) = D(F̃ ) ⊂ D(C̃k) = D(CkA
−1/2), k = 1,m,

то есть
D(A−1/2FA−1/2) ⊂ D(CkA

−1/2), k = 1,m. (2.72)
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Далее, из условия 2◦ получим, что

A−1/2Gk(t, s), A
−1/2∂Gk

∂t
(t, s) ∈ C(∆T ,L(H)), k = 1,m,

а значит
Gk(t, s),

∂Gk

∂t
(t, s) ∈ C(∆T ,L(H,D(A−1/2))). (2.73)

Аналогичными рассуждениями в случае, когда операторы C̃k, G̃k(t, s), k =

1,m, имеют вид (2.69), вариант б), вместо (2.72) и (2.73) получим

D(A−1/2F ) ⊂ D(A−1/2Ck), k = 1,m, (2.74)

Gk(t, s),
∂Gk

∂t
(t, s) ∈ C(∆T ,L(D(A−1/2))), k = 1,m. (2.75)

Подытоживая изложенные рассуждения, сформулируем две теоремы су-
ществования и единственности решения задачи (2.63) со значениями в
D(A−1/2).

Теорема 2.3.12. Пусть выполнены условия (2.70), (2.72),(2.73), а операто-
ры C̃k, G̃k(t, s), k = 1,m, обозначены способом а)(см. (2.69)). Пусть опе-
ратор F — максимальный равномерно аккретивный, а f(t) удовлетворяет
условию (2.71). Тогда задача (2.63) имеет единственное сильное решение
u(t) со значениями в D(A−1/2) на отрезке [0, T ].

Теорема 2.3.13. Пусть выполнены условия (2.70), (2.74),(2.75), а операто-
ры C̃k, G̃k(t, s), k = 1,m, обозначены способом б)(см. (2.69)). Пусть опе-
ратор F — максимальный равномерно аккретивный, а f(t) удовлетворяет
условию (2.71). Тогда задача (2.63) имеет единственное сильное решение
u(t) со значениями в D(A−1/2) на отрезке [0, T ].

Выводы.
Доказаны теоремы о существовании и единственности сильного решения

задачи Коши для интегро-дифференциального уравнения Вольтерра пер-
вого порядка, неразрешённого относительно производной, в гильбертовом
пространстве для случая, когда подынтегральные оператор-функции име-
ют специальный вид Gk(t, s) := e−γk(t−s)I. Такой вид позволяет исследовать
ассоциированную спектральную задачу.
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Доказаны теоремы о существовании и единственности сильного решения
задачи Коши для интегро-дифференциального уравнения Вольтерра пер-
вого порядка в гильбертовом пространстве для случая, когда в уравнении
кроме интегральных слагаемых, отвечающих диссипации энергии системы,
имеются также слагаемые, отвечающие за её подкачку. Кроме того, доказа-
на теорема о существовании и единственности сильного решения задачи Ко-
ши для интегро-дифференциального уравнения Вольтерра первого порядка,
неразрешённого относительно производной в случае, когда подынтегральные
оператор-функции имеют достаточно общий вид.
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ГЛАВА 3

Интегро-дифференциальные уравнения Вольтерра

второго порядка, неразрешённые относительно старшей

производной.

3.0 Введение

В этой главе изучается в гильбертовом пространстве H задача Коши для
вольтеррова интегро-дифференциального уравнения второго порядка следу-
ющего вида:

A
d2u

dt2
+(F+iG)

du

dt
+Bu+

m∑
k=1

t∫
0

Gk(t, s)Cku(s)ds = f(t), u(0) = u0, u′(0) = u1.

(3.1)
Такие уравнения описывают, в частности, эволюцию динамических систем
с бесконечным числом степеней свободы, причём учитываются эффекты ре-
лаксации.

Искомая функция u = u(t) со значениями в H задаёт поле смещений
системы относительно состояния равновесия, а операторные коэффициенты
в (3.1) имеют отчётливый физический смысл. Так, A является оператором
кинетической энергии и потому A = A∗ > 0. Далее, B есть оператор потен-
циальной энергии; если состояние равновесия системы статически устойчиво
по линейному приближению, то B = B∗ > 0. Оператор F = F ∗ > 0 учиты-
вает диссипацию энергии, а оператор G = G∗ учитывает действие кориоли-
совых (гироскопических) сил. Наконец, интегральные слагаемые учитывают
явления релаксации.

Далее предполагается, что A — ограниченный оператор (A ∈ L(H)), а
коэффициенты F , G, B, Ck — неограниченные и, вообще говоря, некоммути-
рующие операторы, заданные на своих областях определения, плотных в H.
При этом считается, что эти операторы сравнимы по своим областям опре-
деления. Именно, выделяются такие классы уравнений, для которых один
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из операторов можно назвать главным; он имеет область определения, наи-
более узкую по сравнению с областями определения других операторных
коэффициентов.

Данная глава основана на подходах, изложенных в [36] и отвечающих слу-
чаю A = I, где I — единичный оператор. Отметим недавно вышедшую моно-
графию [14], где изучаются задачи Коши для интегро-дифференциальных и
функциональных уравнений, а также сопутствующие спектральные задачи,
в случае когда один из коэффициентов является главным, а остальные —
степени этого главного оператора.

Отметим ещё, что при доказательстве основных утверждений в этой главе
используются следующие факты.

Теорема 3.0.14. Пусть в интегральном уравнении Вольтерра второго ро-
да

u(t)−
t∫

0

V (t, s)u(s)ds = f(t), 0 6 t 6 T, (3.2)

выполнены следующие условия:
1◦. заданная функция f(t) непрерывна по t со значениями в банаховом

пространстве E , то есть

f(t) ∈ C([0, T ]; E);

2◦. оператор-функция V (t, s), заданная в треугольнике ∆T := {(t, s) :

0 6 s 6 t 6 T}, сильно непрерывна (strong continuous) по своим переменным
и принимает значения из L(E), обозначение

V (t, s) ∈ SC(∆T ;L(E)).

Тогда задача (3.2) имеет единственное решение u(t) ∈ C([0, T ]; E), и это
решение может быть найдено методом последовательных приближений.

Теорема 3.0.15. (см. [36, c.16-25]). Пусть в задаче Коши для вольтеррова
интегро-дифференциального уравнения первого порядка

du

dt
+ Fu+

m∑
k=1

t∫
0

Gk(t, s)Cku(s)ds = f(t), u(0) = u0, (3.3)
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выполнены следующие условия
1◦. оператор (−F ) является генератором C0-полугруппы;
2◦. f(t) удовлетворяет условию f(t) ∈ C1([0, T ]; E);
3◦. u0 ∈ D(F );
4◦. D(Ck) ⊃ D(F ), k = 1,m,
5◦. Gk(t, s), ∂Gk(t, s)/∂t ∈ C(∆T ;L(E)), k = 1,m.
Тогда задача (3.3) имеет на отрезке [0, T ] единственное сильное реше-

ние, то есть такую функцию u(t), для которой все слагаемые в (3.3) яв-
ляются элементами из C([0, T ]; E) и выполнено начальное условие u(0) =

u0.

3.1 Неполные Вольтерровы интегро-дифференциаль-

ные уравнения второго порядка, неразрешённые от-

носительно старшей производной.

3.1.1 Задача Коши. Первый подход. Пусть H — произвольное гиль-
бертово пространство. Рассмотрим сначала случай неполного интегро-
дифференциального уравнения вида (3.1), когда F = G = 0:

A
d2u

dt2
+Bu+

m∑
k=1

t∫
0

Gk(t, s)Cku(s)ds = f(t), u(0) = u0, u′(0) = u1. (3.4)

Здесь u(t) — искомая функция, f(t) — заданная функция, A > 0 — поло-
жительный ограниченный оператор, B = B∗ � 0 — положительно опреде-
лённый оператор, заданный на области определения D(B) ⊂ H, Gk(t, s) —
ограниченные оператор-функции, действующие в H, Ck —, вообще говоря,
неограниченные операторы, заданные на областях определения D(Ck) ⊂ H,
k = 1,m.

С учётом замечания 2.2.1 дадим определение сильного решения задачи
(3.4) со значениями в пространстве E1/2 = D(A−1/2).

Определение 3.1.1. Назовём функцию u(t), t ∈ [0, T ], сильным решением
задачи Коши (3.4) на отрезке [0, T ] со значениями в E1/2 = D(A−1/2), если
выполнены следующие условия:
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1◦. u(t) ∈ C([0, T ];D(A−1/2B));
2◦. u′(t) ∈ C([0, T ];D(B1/2)), u′′(t) ∈ C([0, T ]; E−1/2);
3◦. все слагаемые в (3.4) принадлежат пространству C([0, T ]; E1/2);
4◦. при любом t ∈ [0, T ] справедливо уравнение (3.4);
5◦. выполнены начальные условия u(0) = u0, u′(0) = u1.

Отметим, что необходимыми условиями существования сильного решения
задачи (3.4) на отрезке [0, T ] со значениями в D(A−1/2) являются условия

u0 ∈ D(A−1/2B), u1 ∈ D(B1/2), f(t) ∈ C([0, T ];D(A−1/2)).

Если уравнение (3.4) имеет сильное решение u(t) со значениями в E1/2 =

D(A−1/2), то первое слагаемое в (3.4) можно, с учётом замечания 2.2.1, пе-
реписать в эквивалентных формах:

A
d2u

dt2
=

d2

dt2
(Au) = A1/2 d

2

dt2
(A1/2u) ∈ C([0, T ];D(A−1/2)).

Наша цель — выяснить ограничения на операторы B и Ck и оператор-
функции Gk(t, s), k = 1,m, при которых имеет место теорема о существова-
нии сильного решения задачи (3.4) со значениями в D(A−1/2).

Переходя к непосредственному рассмотрению задачи (3.4), заметим, что
эта проблема может быть заменена равносильной ей проблемой для интегро-
дифференциального уравнения первого порядка в ортогональной сумме про-
странств H2 := H ⊕H. Идя по этому пути, будем считать, что задача (3.4)
имеет сильное решение u(t) со значениями в D(A−1/2). Осуществим в (3.4)
замену искомой функции согласно соотношению A1/2u(t) =: v(t) и приме-
ним к обеим частям (3.4) оператор A−1/2 ∈ L(D(A−1/2),H). Тогда возникает
задача Коши

d2v

dt2
+ A−1/2BA−1/2v+

m∑
k=1

t∫
0

A−1/2Gk(t, s)CkA
−1/2v(s)ds = A−1/2f(t),

v(0) = A1/2u0, v′(0) = A1/2u1,

(3.5)

причём в этом уравнении все слагаемые принадлежат C([0, T ];H).
Введём далее новую искомую функцию w(t) соотношениями:

−iB1/2A−1/2v(t) =:
dw

dt
, w(0) = 0. (3.6)
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Из условия 2◦ определения 3.1.1 следует, что w(t) ∈ C2([0, T ];H), и тогда

d2w

dt2
+ iB1/2A−1/2dv

dt
= 0, w′(0) = −iB1/2u0. (3.7)

Преобразуем ещё интегральные слагаемые в (3.5), воспользовавшись форму-
лой

v(s) =

s∫
0

v′(ξ)dξ + v(0)

и осуществив замену порядка интегрирования. Будем иметь

t∫
0

A−1/2Gk(t, s)CkA
−1/2

 s∫
0

v′(ξ)dξ + v(0)

 ds =

=

t∫
0

 t∫
ξ

A−1/2Gk(t, s)CkA
−1/2ds

 v′(ξ)dξ+

+

t∫
0

A−1/2Gk(t, s)CkA
−1/2v(0)ds, k = 1,m.

Введём здесь обозначения:

a) Ĝk(t, s) := A−1/2Gk(t, s)A
1/2, Ĉk := A−1/2CkA

−1/2,

Ĝk(t, s)Ĉk = A−1/2Gk(t, s)CkA
−1/2,

(3.8)

б) Ǧk(t, s) := A−1/2Gk(t, s), Čk :=CkA
−1/2,

Ǧk(t, s)Čk = A−1/2Gk(t, s)CkA
−1/2,

(3.9)

и рассмотрим в дальнейшем два варианта, отвечающих случаям (3.8) и (3.9).
В варианте (3.8) задача (3.5) с учётом (3.6), (3.7) равносильна задаче Ко-

ши для интегро-дифференциального уравнения первого порядка следующего
вида:

dz

dt
+ iBz +

m∑
k=1

t∫
0

Ṽk(t, ξ)C̃kz(ξ)dξ = f̃(t), (3.10)

z(0) = z0 := (A1/2u1;−iB1/2u0)τ ,

z(t) :=(v′(t);w′(t))τ ∈ H̃ = H⊕H,
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f̃(t) :=(A−1/2f(t)−
m∑
k=1

t∫
0

A−1/2Gk(t, s)Cku
0ds; 0)τ , (3.11)

B:=

(
0 A−1/2B1/2

B1/2A−1/2 0

)
,
D(B) := D(B1/2A−1/2)⊕D(A−1/2B1/2) =

= R(A1/2B−1/2)⊕R(B−1/2A1/2),

(3.12)
а операторы Ṽk(t, ξ) и C̃k заданы формулами

Ṽk(t, ξ) := diag(V̂k(t, ξ); 0), V̂k(t, ξ) :=

t∫
ξ

Ĝk(t, s)ds =

t∫
ξ

A−1/2Gk(t, s)A
1/2ds,

(3.13)
C̃k := diag(Ĉk; 0), D(C̃k) := D(Ĉk)⊕H, k = 1,m. (3.14)

(Здесь, как и выше, символом (·; ·)τ обозначена операция транспонирования,
в данном случае вектор-строки.)

Заметим теперь, что в (3.10) оператор B является самосопряжённым и
потому оператор −iB является генератором унитарной группы операторов,
в частности, генератором C0-полугруппы. Поэтому для задачи (3.10)-(3.14)
справедливы утверждения теоремы 3.0.15, если выполнены следующие усло-
вия:

1◦. f̃(t) ∈ C1([0, T ];H2);
2◦. z0 ∈ D(B);
3◦. D(C̃k) ⊃ D(B), k = 1,m;
4◦. Ṽk(t, s), ∂Ṽk(t, s)/∂t ∈ C(∆T ;L(H2)).
Можно непосредственно убедиться, что для выполнения этих условий до-

статочно в исходной задаче (3.4) потребовать выполнения условий

u0 ∈ D(A−1/2B), u1 ∈ D(B1/2), f(t) ∈ C1([0, T ];D(A−1/2)), (3.15)

D(B1/2A−1/2) ⊂ D(A−1/2CkA
−1/2), (3.16)

Gk(t, s), ∂Gk(t, s)/∂t ∈ C(∆T ;L(D(A−1/2))), k = 1,m. (3.17)

Здесь следует лишь проверить (см. выражение для f̃(t) из (3.11), а также
условие (3.16)), что A−1/2Cku

0 ∈ H, если u0 ∈ D(A−1/2B). Однако этот факт
следует из соотношения

A−1/2Cku
0 = (A−1/2CkA

−1/2)(A−1/2BA−1/2)−1(A−1/2Bu0),
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если заметить, что

D(A−1/2BA−1/2) ⊂ D(B1/2A−1/2) ⊂ D(A−1/2CkA
−1/2),

и потому оператор (A−1/2CkA
−1/2)(A−1/2BA−1/2)−1 ограничен.

Таким образом, при выполнении условий (3.15)-(3.17) задача (3.10)-(3.14)
имеет сильное решение z(t) ∈ C([0, T ];H2), а потому и задача (3.5) при этих
же условиях имеет сильное решение v(t), то есть такое, для которого все
слагаемые в (3.5) будут функциями из C([0, T ];H).

Проведённые рассуждения позволяют установить следующий результат.

Теорема 3.1.2. Пусть выполнены условия (3.15)-(3.17). Тогда задача (3.4)
имеет единственное сильное решение u(t), 0 6 t 6 T , со значениями в
E1/2 = D(A−1/2).

Доказательство. После проведённых рассуждений осталось лишь заме-
тить, что утверждение теоремы получается путём обратной замены v(t) =

A1/2u(t) в уравнении (3.5) и применения к обеим частям полученного соот-
ношения оператора A1/2 ∈ L(H,D(A−1/2)).

Рассмотрим теперь вариант (3.9). Тогда задача (3.5) равносильна задаче
(3.10)-(3.14), где теперь

Ṽk(t, ξ) := diag(V̌k(t, ξ); 0), V̌k(t, ξ) :=

t∫
ξ

Ǧk(t, s)ds =

t∫
ξ

A−1/2Gk(t, s)ds,

(3.18)
C̃k := diag(Čk; 0), D(C̃k) := D(Čk)⊕H, k = 1,m. (3.19)

Теорема 3.1.3. Пусть выполнены условия (3.15), а также условия

D(B1/2A−1/2) ⊂ D(CkA
−1/2), k = 1,m; (3.20)

Gk(t, s), ∂Gk(t, s)/∂t ∈ C(∆T ;L(H;D(A−1/2))), k = 1,m. (3.21)

Тогда задача (3.4) имеет единственное сильное решение u(t) со значениями
в D(A−1/2) на отрезке [0, T ].

Доказательство. Здесь, как и выше, сначала доказываем существование
сильного решения новой задачи (3.10)-(3.12), (3.18),(3.19). Оно проводит-



51

ся по той же схеме, что и доказательство теоремы 3.0.15 (см. [36]), одна-
ко теперь с учётом соотношений (3.18), (3.19). Затем переходим от (3.10)-
(3.12), (3.18),(3.19) к задаче (3.5), которая имеет сильное решение v(t) ∈
C([0, T ];H), и возвращаемся к задаче (3.4).

Замечание 3.1.4. Если оператор B = B∗ � 0 зафиксирован, то условия
(3.20) для операторов Ck являются более общими, чем (3.16); соответственно
условия (3.17) для оператор-функций Gk(t, s) — менее общие, чем (3.21).

3.1.2 Задача Коши. Второй подход При исследовании задачи (3.4)
можно применить и второй подход, не связанный с переходом к системе двух
уравнений первого порядка, а связанный с использованием теории оператор-
ных косинус- и синус-функций (см., например, [108]). Здесь при A = I имеет
место следующее утверждение (см. [36, c.67-71]).

Теорема 3.1.5. Пусть в задаче (3.4) A = I и выполнены условия

u0 ∈ D(B), u1 ∈ D(B1/2), f(t) ∈ C1([0, T ];H), (3.22)

D(Ck) ⊃ D(B), (3.23)

Gk(t, s), ∂Gk(t, s)/∂t ∈ C(∆T ;L(H)), k = 1,m. (3.24)

Тогда эта задача имеет единственное сильное решение на отрезке [0, T ],
то есть такую функцию

u(t) ∈ C([0, T ];D(B)) ∩ C1([0, T ];D(B1/2)) ∩ C2([0, T ];H),

для которой выполнено уравнение (3.4) (при A = I) для любого t ∈ [0, T ] и
начальные условия.

Перейдём, как и выше, от задачи (3.4) к задаче Коши (3.5) и восполь-
зуемся для этой задачи условиями и утверждениями теоремы 3.1.5. Тогда
условия (3.22)-(3.24) приводят к соотношениям

u0 ∈ D(A−1/2B), u1 ∈ D(B1/2), f(t) ∈ C1([0, T ];D(A−1/2)), (3.25)

D(A−1/2BA−1/2) ⊂ D(A−1/2CkA
−1/2), (3.26)

Gk(t, s), ∂Gk(t, s)/∂t ∈ C(∆T ;L(D(A−1/2))), k = 1,m. (3.27)
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Здесь при выводе второго условия (3.25) использованы следующие фак-
ты. Введём оператор B̂ := A−1/2BA−1/2, который задан на D(B̂) =

R(A1/2B−1A1/2) ⊂ H и является (в силу свойств B � 0, A−1 � 0) по-
ложительно определённым и самосопряжённым. Тогда существует оператор
B̂1/2 = (B̂1/2)∗ � 0, а оператор B1/2A−1/2 допускает полярное представление
(см. [68, c.280-285])

B1/2A−1/2 = UB̂1/2 = U(A−1/2BA−1/2)1/2,

где U , в силу свойств B1/2 и A−1/2 — не только частично изометрический, но
и унитарный оператор, действующий в H. Отсюда следует, что

D(B̂1/2) = D(B1/2A−1/2), (3.28)

и так как в задаче (3.5) должно выполняться условие v′(0) = A1/2u1 ∈
D(B̂1/2), то в силу (3.28) приходим к условию u1 ∈ D(B1/2).

Теорема 3.1.6. Пусть выполнены условия (3.25)-(3.27). Тогда задача (3.4)
имеет единственное сильное решение u(t) со значениями в D(A−1/2) на
отрезке [0, T ].

Доказательство. Как следует из проведённых выше рассуждений, при вы-
полнении условий (3.25)-(3.27) задача Коши (3.5) имеет единственное силь-
ное решение v(t) со значениями вH на отрезке [0, T ]. Поэтому после обратной
замены v(t) = A1/2u(t) в (3.5) и применения слева оператора A1/2 приходим
к утверждению данной теоремы.

Замечание 3.1.7. Условия (3.25)-(3.27), при которых справедливо утвер-
ждение теоремы 3.1.6, являются более общими, чем условия (3.15)-(3.17),
когда справедлива теорема 3.1.2. В самом деле, очевидно, что при выполне-
нии условия (3.16) имеем

D(A−1/2BA−1/2) ⊂ D(B1/2A−1/2) ⊂ D(A−1/2CkA
−1/2),

и из (3.16) следует (3.26). В то же время из (3.26) не следует (3.16).
Аналогом теоремы 3.1.3 при данном подходе, основанном на применении

теории операторных косинус- и синус-функций, является следующее утвер-
ждение.
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Теорема 3.1.8. Пусть выполнены условия (3.25), (3.21), а также условия

D(A−1/2BA−1/2) ⊂ D(CkA
−1/2), k = 1,m.

Тогда задача (3.4) имеет единственное сильное решение u(t) со значениями
в D(A−1/2) на отрезке [0, T ].

Доказательство. Оно осуществляется по тому же плану, что и доказатель-
ство теоремы 3.1.5, с учётом условий данной теоремы. Именно, при этих
условиях существует единственное сильное решение v(t) со значениями в H
для задачи (3.5), а потому и сильное решение u(t) со значениями в D(A−1/2)

для задачи (3.4).

Замечание 3.1.9. Требование f(t) ∈ C1([0, T ];D(A−1/2)) в теоремах 3.1.2-
3.1.3, 3.1.6-3.1.8 можно ослабить, заменив его условием

A−1/2f(t) ∈ W 1
p ([0, T ];H), p > 1,

||f(t)||W 1
p ([0,T ];H) :=

1∑
k=0

 T∫
0

||f (k)(t)||pHdt

1/p

.

В самом деле, как показано С.Я. Якубовым в [68], при f(t) ∈ W 1
p ([0, T ];H) за-

дача Коши (3.3) для дифференциального (а не интегро-дифференциального)
уравнения имеет сильное решение u0(t) со значениями вH. Именно это свой-
ство использовано при доказательстве упомянутых теорем.

3.2 Полные Вольтерровы интегро-дифференциальные

уравнения второго порядка, неразрешённые отно-

сительно старшей производной.

3.2.1 К постановке задачи. Рассмотрим задачу Коши (3.1) в предпо-
ложениях параграфа 3.0, т.е. будем считать, что

0 < A = A∗ ∈ L(H), F = F ∗ � 0, B = B∗ � 0, G = 0, (3.29)

а ограничения на Gk(t, s) и Ck сформулируем ниже. Уравнение вида (3.1)
называют полным, поскольку его главная часть, не содержащая интеграль-
ных членов, состоит из слагаемых, зависящих не только от u(t) и d2u/dt2,
но и от du/dt.
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Определение 3.2.1. Назовём сильным решением задачи Коши (3.1) (при
G = 0) на отрезке [0, T ] такую функцию u(t) со значениями в E1/2 =

D(A−1/2), для которой выполнены следующие условия:
1◦. u(t) ∈ C([0, T ];D(A−1/2B));
2◦. u′(t) ∈ C([0, T ];D(B1/2)) ∩ C([0, T ];D(A−1/2F ));
3◦. Au′′(t) ∈ C([0, T ];D(A−1/2));
4◦. все слагаемые в уравнении (3.1) непрерывны по t и принадлежат про-

странству C([0, T ];D(A−1/2));
5◦. при любом t ∈ [0, T ] выполнено уравнение (3.1);
6◦. выполнены начальные условия u(0) = u0, u′(0) = u1.

Необходимыми условиями существования сильного решения задачи (3.1),
(3.29) являются, очевидно, условия

u0 ∈ D(A−1/2B), u1 ∈ D(B1/2) ∩ D(A−1/2F ), f(t) ∈ C([0, T ];D(A−1/2)).

Здесь снова наша цель — выяснить ограничения на операторы F , B, Ck и
оператор-функции Gk(t, s), k = 1,m, при которых имеет место утверждение
о существовании сильного решения задачи (3.1) со значениями в D(A−1/2) =

E1/2.
Будем считать, что задача (3.1) имеет сильное решение u(t) в смысле

определения 3.2.1, и осуществим, как и в пункте 3.1.1, переход от этой зада-
чи к задаче Коши для системы двух интегро-дифференциальных уравнений
первого порядка. Осуществляя в (3.1) замену A1/2u =: v и применяя сле-
ва оператор A−1/2 (это можно сделать для сильного решения), приходим к
задаче, аналогичной задаче (3.5):

d2v

dt2
+ A−1/2FA−1/2dv

dt
+ A−1/2BA−1/2v+

+
m∑
k=1

t∫
0

A−1/2Gk(t, s)CkA
−1/2v(s)ds = A−1/2f(t), (3.30)

v(0) = A1/2u0, v′(0) = A1/2u1.

Здесь все слагаемые в уравнении являются элементами из C([0, T ];H).
Введём далее, новую искомую функцию:

−iB1/2A−1/2v(t) =:
dw

dt
, w(0) = 0. (3.31)
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В силу свойства 2◦ из определения 3.2.1 получаем, что d2w/dt2 ∈ C([0, T ];H)

и потому

d2w

dt2
+ iB1/2A−1/2dv

dt
= 0, w′(0) = −iB1/2A−1/2v(0) = −iB1/2u0. (3.32)

Отсюда аналогично рассмотрениям пункта 3.1.1 приходим к выводу, что
задача (3.1) равносильна задаче Коши для интегро-дифференциального
уравнения первого порядка

dz

dt
+ F0z +

m∑
k=1

t∫
0

Ṽk(t, ξ)C̃kz(ξ)dξ = f̃0(t), (3.33)

z(0) = z0 := (A1/2u1;−iB1/2u0)τ , (3.34)

z(t) := (v′(t);w′(t))τ ∈ H̃ := H⊕H,

f̃0(t) := (A−1/2f(t)−
m∑
k=1

t∫
0

A−1/2Gk(t, s)Cku
0ds; 0)τ , (3.35)

F0 :=

(
A−1/2FA−1/2 iA−1/2B1/2

iB1/2A−1/2 0

)
, (3.36)

D(F0) := (D(A−1/2FA−1/2) ∩ D(B1/2A−1/2))⊕D(A−1/2B1/2), (3.37)

а операторы Ṽk(t, ξ) и C̃k заданы формулами (3.13), (3.14) в случае (3.8) и
формулами (3.18), (3.19) в случае (3.9).

Дальнейшее изучение задачи (3.33)-(3.37) связано с уточнением взаимо-
связей областей определения операторов B1/2A−1/2 и A−1/2FA−1/2. В данном
параграфе будут рассмотрены следующие три случая (три класса уравне-
ний).

1◦. Малая интенсивность внутренней диссипации:

D(B1/2A−1/2) ⊂ D(A−1/2FA−1/2). (3.38)

2◦. Средняя интенсивность внутренней диссипации:

D(A−1/2BA−1/2) ⊂ D(A−1/2FA−1/2) ⊂ D(B1/2A−1/2) ⊂ D(F 1/2A−1/2). (3.39)

3◦. Большая интенсивность внутренней диссипации:

D(A−1/2FA−1/2) ⊂ D(A−1/2BA−1/2) ⊂ D(B1/2A−1/2). (3.40)

Каждому из этих вариантов посвящён отдельный пункт данного параграфа.
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Замечание 3.2.2. Правое включение в (3.40) очевидно, а для доказатель-
ства правого включения в (3.39) используется известное неравенство Гайнца
(см., например [43, c.254]) и полярное представление неограниченного опе-
ратора (см. [68, c.280-285]).

Доказательство. В самом деле, операторы B̃ := A−1/2BA−1/2 и F̃ :=

A−1/2FA−1/2, заданные на областях определения

D(A−1/2BA−1/2) = R(A1/2B−1A1/2), D(A−1/2FA−1/2) = R(A1/2F−1A1/2),

являются самосопряжёнными и положительно определёнными, причём в си-
лу (3.39) D(B̃) ⊂ D(F̃ ), откуда по неравенству Гайнца следует, что

D(B̃1/2) ⊂ D(F̃ 1/2).

Отсюда, с использованием полярных представлений для этих операторов,
т.е. формул

B̃1/2 = UBB
1/2A−1/2, F̃ 1/2 = UFF

1/2A−1/2,

где UB и UF — унитарные операторы, приходим к выводу, что

D(B̃1/2) = D(B1/2A−1/2), D(F 1/2A−1/2),

и правое включение (3.39) доказано.

3.2.2 Случай малой интенсивности внутренней диссипации. При
условии (3.38) операторная матрицаF0 из (3.36) корректно задана на области
определения (см.(3.37))

D(F0) :=D(B1/2A−1/2)⊕D(A−1/2B1/2)=R(A1/2B−1/2)⊕R(B−1/2A1/2). (3.41)

Лемма 3.2.3. Пусть выполнено условие (3.38). Тогда оператор F0, задан-
ный на области определения (3.41), является неограниченным максималь-
ным аккретивным оператором:

Re(F0z, z)H2 =(A−1/2FA−1/2v′, v′)H= ||F 1/2A−1/2v′||2H>0, ∀z=(v′;w′)τ∈D(F0).

(3.42)
Он допускает факторизацию вида

F0 =

(
A−1/2FA−1/2 iA−1/2B1/2

iB1/2A−1/2 0

)
= i

(
I −iA−1/2FB−1/2

0 I

)(
0 A−1/2B1/2

B1/2A−1/2 0

)
,

(3.43)
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где A−1/2FB−1/2 — ограниченный оператор, действующий в H.

Доказательство. Свойство (3.43) проверяется непосредственно. Ограни-
ченность оператора A−1/2FB−1/2 следует из представления

A−1/2FB−1/2 = (A−1/2FA−1/2)(A1/2B−1/2) = (A−1/2FA−1/2)(B1/2A−1/2)−1

и из (3.38). Далее, свойство максимальности F0 следует из того факта, что
обратный оператор

F−1
0 = −i

(
0 A1/2B−1/2

B−1/2A1/2 0

)(
I iA−1/2FB−1/2

0 I

)

задан на всём пространстве H̃ = H2.

Следствие 3.2.4. Оператор (−F0) является генератором сжимающей C0-
полугруппы.

Опираясь на установленные факты, применим к задаче (3.33)-(3.36), (3.41)
утверждение теоремы 3.0.15. По этой теореме получаем, что если выполнены
условия

1◦. D(C̃k) ⊃ D(F0), k = 1,m,
2◦. Ṽk(t, s), ∂Ṽk(t, s)/∂t ∈ C(∆T ;L(H2)),
3◦. z0 ∈ D(F0),
4◦. f̃(t) ∈ C1([0, T ];H2),

то задача (3.33)-(3.36), (3.41) имеет единственное сильное решение z(t) на
отрезке [0, T ].

Будем считать сначала, что операторы C̃k и оператор-функции Ṽk(t, s)

заданы формулами (3.13), (3.14), (3.8), и выявим условия, обеспечивающие
выполнение свойств 1◦-4◦.

Условие 1◦ приводит к свойству

D(B1/2A−1/2)⊕D(A−1/2B1/2) ⊂ D(A−1/2CkA
−1/2)⊕H, k = 1,m,

которое выполняется, если

D(B1/2A−1/2) ⊂ D(A−1/2CkA
−1/2), k = 1,m. (3.44)
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Далее, из требования 2◦ и формул (3.13) приходим к свойствам

V̂k(t, ξ) =

t∫
ξ

A−1/2Gk(t, s)A
1/2ds, ∂V̂k(t, ξ)/∂t ∈ C(∆T ;L(H)), k = 1,m,

которые выполняются, если имеют место условия

Gk(t, s), ∂Gk(t, s)/∂t ∈ C(∆T ;L(D(A−1/2))), k = 1,m. (3.45)

Легко проверить также, что требование 3◦ равносильно условиям

u0 ∈ D(A−1/2B), u1 ∈ D(B1/2). (3.46)

Наконец, можно установить, что условие 4◦ выполнено, если

f(t) ∈ C1([0, T ];D(A−1/2)). (3.47)

В самом деле, в этом случае A−1/2f(t) ∈ C1([0, T ];H), и осталось лишь про-
верить, что остальные слагаемые в (3.35) также обладают этим свойством.
Чтобы в этом убедиться, представим подинтегральные выражения в виде

A−1/2Gk(t, s)Cku
0 = (A−1/2Gk(t, s)A

1/2)(A−1/2Cku
0)

и заметим, что в силу (3.45)

A−1/2Gk(t, s)A
1/2 ∈ C1(∆T ;L(H)), A−1/2(∂Gk(t, s)/∂t)A

1/2 ∈ C(∆T ;L(H))

и тогда достаточно проверить, что A−1/2Cku
0 ∈ H. Однако согласно (3.46)

u0 = B−1/2A1/2η0, η0 ∈ H, и тогда

A−1/2Cku
0 = (A−1/2CkA

−1/2)(A1/2B−1A1/2)η0 =

= (A−1/2CkA
−1/2)(B1/2A−1/2)−1(B−1/2A1/2η0) ∈ H, (3.48)

поскольку произведение первых двух сомножителей, в силу свойства (3.44),
— ограниченный оператор, а оператор B−1/2A1/2 также ограничен.

Теорема 3.2.5. Пусть в задаче (3.1) выполнены условия (3.29), а также
условия (3.44)-(3.47). Тогда эта задача имеет единственное сильное реше-
ние u(t) со значениями в D(A−1/2) = E1/2 на отрезке [0, T ].
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Доказательство. При выполнении условий теоремы, как уже установлено
выше, задача (3.33)-(3.36), (3.41) имеет единственное сильное решение z(t)

со значениями в H̃ = H2 на отрезке [0, T ]. Возвращаясь от (3.33) по форму-
лам (3.32), (3.31) к задаче (3.30), приходим к выводу, что эта задача имеет
единственное сильное решение v(t) со значениями в H на промежутке [0, T ].
Совершая затем в (3.30) обратную замену v(t) =: A1/2u(t) и действуя слева
оператором A1/2, получаем утверждение теоремы.

Аналогичным образом рассматривается вариант, когда операторы C̃k и
оператор-функции Ṽk(t, s) заданы формулами (3.18), (3.19), (3.9). Здесь вза-
мен (3.44), (3.45) возникают условия

D(B1/2A−1/2) ⊂ D(CkA
−1/2), k = 1,m, (3.49)

Gk(t, s), ∂Gk(t, s)/∂t ∈ C(∆T ;L(H,D(A−1/2))), k = 1,m. (3.50)

Не повторяя выкладки, аналогичные выводу формул (3.44)-(3.48), отме-
тим только, что здесь взамен (3.48) имеет место формула

Cku
0 = CkB

−1A1/2η0 = [(CkA
−1/2)(B1/2A−1/2)−1](B−1/2A1/2η0) ∈ H, k = 1,m,

так как выполнены соотношения (3.49), (3.46).

Теорема 3.2.6. Пусть в задаче (3.1) выполнены условия (3.29), а также
условия (3.49), (3.50), (3.46), (3.47). Тогда эта задача имеет единственное
сильное решение u(t) со значениями в D(A−1/2) = E1/2 на отрезке [0, T ].

Замечание 3.2.7. Теорема 3.2.5 является обобщением теоремы 3.1.2, а тео-
рема 3.2.6 — обобщением теоремы 3.1.3, на случай, когда в исследуемом
интегро-дифференциальном уравнении (3.1) F 6= 0, G = 0.

3.2.3 Случай большой интенсивности внутренней диссипации.
Будем теперь считать, что в задаче (3.33)-(3.37) выполнены условия (3.40),
то есть рассмотрим случай большой интенсивности внутренней диссипации.
Здесь операторная матрица F0 снова определяется формулой (3.36), однако
теперь

D(F0) = D(A−1/2FA−1/2)⊕D(A−1/2B1/2).
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Для исследования задачи в этом варианте полезно сделать замену иско-
мой функции

z(t) = eαty(t), α > 0. (3.51)

Тогда для искомой функции y(t) получим задачу Коши

dy

dt
+ Fαy +

m∑
k=1

t∫
0

W̃k(t, ξ)C̃ky(ξ)dξ = f̃α(t), (3.52)

y(0) = z(0) = (A1/2u1;−B1/2u0)τ , (3.53)

Fα := F0 + αI = Fα,1 + diag(αI; 0), Fα,1 :=

(
A−1/2FA−1/2 iA−1/2B1/2

iB1/2A−1/2 αI

)
,

(3.54)
D(Fα) = D(F0) = D(Fα,1) = D(A−1/2FA−1/2)⊕D(A−1/2B1/2), (3.55)

f̃α(t) := e−αtf̃0(t), W̃k(t, ξ) := e−α(t−ξ)Ṽk(t, ξ), (3.56)

где функция f̃0(t) задана формулой (3.35), а Ṽk(t, ξ) и C̃k —формулами (3.13),
(3.14) в обозначениях (3.8) и формулами (3.18), (3.19) в обозначениях (3.9).

Лемма 3.2.8. Оператор Fα из (3.54),(3.128) является равномерно аккре-
тивным на D(Fα), то есть

Re(Fαy, y)H2 > α||y||2H2, ∀y ∈ D(Fα), α > 0. (3.57)

Доказательство. Этот факт непосредственно следует из (3.42) и определе-
ния (3.54) оператора Fα.

Введём теперь в рассмотрение следующие вспомогательные операторы:

V := B1/2F−1/2, V + := F−1/2B1/2, D(V +) := D(B1/2).

Лемма 3.2.9. Операторы V и V + обладают следующими свойствами:

V ∈ L(H), V + = V ∗|D(B1/2), V + = V ∗ ∈ L(H). (3.58)

Доказательство. Проверим сначала, что оператор V ограничен и потому
задан на всём H. В самом деле,

V = B1/2F−1/2 = (B1/2A−1/2)(F 1/2A−1/2)−1,
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и выполнено свойство

D(F 1/2A−1/2) ⊂ D(B1/2A−1/2), (3.59)

которое следует из левого включения (3.40), неравенства Гайнца и доказы-
вается точно так же, как это сделано в замечании 3.2.2. Поэтому оператор
(B1/2A−1/2)(F 1/2A−1/2)−1 ограничен, то есть V ∈ L(H).

Пусть теперь u ∈ D(B1/2), v ∈ H. Тогда

(V +u, v)H = (F−1/2B1/2u, v)H = (u,B1/2F−1/2v)H = (u, V v)H.

Отсюда следует второе свойство (3.58). Далее, так как оператор V ограничен,
то ограничен и V ∗, причём V + и V ∗ совпадают на плотном в H множестве
D(B1/2). Значит, замыкание по непрерывности оператора V + c D(B1/2) на
всё H совпадает с V ∗.

Следствием лемм 3.2.8 и 3.2.9 является такое утверждение.

Теорема 3.2.10. Операторная матрица Fα из (3.54), заданная на области
определения (3.128), допускает следующие представления:

1◦. в форме Шура-Фробениуса,

Fα=

(
I 0

iV F−1/2A1/2 I

)(
A−1/2FA−1/2 0

0 V V + + αI

)(
I iA1/2F−1/2V +

0 I

)
+

(
αI 0

0 0

)
;

(3.60)
2◦. с симметричными крайними множителями,

Fα =

(
A−1/2F 1/2 0

0 I

)(
I iV +

iV αI

)(
F 1/2A−1/2 0

0 I

)
+

(
αI 0

0 0

)
. (3.61)

Оператор Fα допускает замыкание до максимального равномерно аккре-
тивного оператора

F := Fα = F1 + diag(αI; 0),

который представи́м в двух формах:
1◦. в форме Шура-Фробениуса,

F=

(
I 0

iV F−1/2A1/2 I

)(
A−1/2FA−1/2 0

0 V V ∗ + αI

)(
I iA1/2F−1/2V ∗

0 I

)
+

(
αI 0

0 0

)
;

(3.62)
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2◦. с симметричными крайними множителями,

F =

(
A−1/2F 1/2 0

0 I

)(
I iV ∗

iV αI

)(
F 1/2A−1/2 0

0 I

)
+

(
αI 0

0 0

)
. (3.63)

Оператор F задан на области определения

D(F):={y=(y1; y2)
τ : y1∈D(F 1/2A−1/2), F 1/2A−1/2y1+iV ∗y2∈D(A−1/2F 1/2)},

(3.64)
и действует по закону

Fy =

(
A−1/2F 1/2(F 1/2A−1/2y1 + iV ∗y2) + αy1

iB1/2A−1/2y1 + αy2

)
, y ∈ D(F). (3.65)

Доказательство. Заметим сначала, что если y = (y1; y2)
τ ∈ D(F), то y1 ∈

D(F 1/2A−1/2), и потому, в силу (3.59), y1 ∈ D(B1/2A−1/2), то есть формула
(3.65) определена корректно.

Далее, формулы (3.60), (3.61) проверяются непосредственно на элементах
из D(Fα). В формуле (3.60) второй и третий сомножители (в первом слага-
емом справа) допускают замыкание путём замены V + на V ∗ ∈ L(H). После
этого возникает оператор F из (3.62), первое слагаемое в котором есть про-
изведение замкнутых операторов, каждый из которых имеет ограниченный
обратный, а второе слагаемое, очевидно, ограниченный оператор. Поэтому
оператор F из (3.62) будет иметь в качестве области значений всё простран-
ство H2, то есть будет максимальным равномерно аккретивным оператором,
и для него сохраняется свойство (3.57) (см., например, [42, c.109]).

Аналогичным образом устанавливаем, что оператор F из (3.63) — также
максимальный равномерно аккретивный оператор. Здесь (в первом слагае-
мом) крайние множители — неограниченные операторы, имеющие ограни-
ченные обратные, а средний множитель, после замыкания путём замены V +

на V ∗, обладает свойством

Re

( (
I iV ∗

iV αI

)(
y1

y2

)
,

(
y1

y2

) )
H2

> min{1;α2}||y||2, ∀y ∈ H2,

то есть является равномерно аккретивным оператором и потому также имеет
ограниченный обратный.



63

Заметим, наконец, что закон (3.65) действия оператора F следует как из
представления (3.62), так и из (3.63), и проверяется непосредственно.

Опираясь на установленные свойства оператора F , рассмотрим наряду с
(3.52), (3.53) задачу Коши

dy

dt
+ Fy +

m∑
k=1

t∫
0

W̃k(t, ξ)C̃ky(ξ)dξ = f̃α(t), (3.66)

y(0) = (A1/2u1;−iB1/2u0)τ . (3.67)

Так как F — максимальный равномерно аккретивный оператор, то оператор
(−F) является генератором сжимающей C0-полугруппы. Поэтому соглас-
но теореме 3.0.15 задача (3.66), (3.67) имеет единственное сильное решение
y(t) на отрезке [0, T ], если выполнены следующие условия (в варианте (3.8),
(3.13), (3.14)):
1◦. D(C̃k) ⊃ D(F), k = 1,m; (3.68)

2◦. W̃k(t, ξ), ∂W̃k(t, ξ)/∂t ∈ C(∆T ;L(H2)), k = 1,m; (3.69)

3◦. y(0) ∈ D(Fα) ⊂ D(F); 4◦. f̃α(t) ∈ C1([0, T ];H2). (3.70)

Эти факты позволяют установить достаточные условия разрешимости за-
дачи (3.1), (3.29) в случае большой интенсивности диссипации энергии.

Теорема 3.2.11. Пусть в задаче (3.1), (3.29) выполнено условие (3.40) и
условия

u0∈D(A−1/2F )⊂D(A−1/2B), u1∈D(A−1/2F ), f(t)∈C1([0, T ];D(A−1/2)),

(3.71)
D(A−1/2CkA

−1/2) ⊃ D(F 1/2A−1/2), k = 1,m, (3.72)

Gk(t, s), ∂Gk(t, s)/∂t ∈ C(∆T ;L(D(A−1/2))), k = 1,m. (3.73)

Тогда эта задача имеет на отрезке [0, T ] единственное сильное решение
u(t) со значениями в D(A−1/2).

Доказательство. 1) Убедимся сначала, что при выполнении условий (3.71)-
(3.73) имеют место свойства (3.68)-(3.70).

Действительно, условие 3◦ здесь принимает вид

(A1/2u1;−iB1/2u0)τ ∈ D(A−1/2FA−1/2)⊕D(A−1/2B1/2),
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и для его выполнения достаточно, чтобы были выполнены первые два усло-
вия (3.71). В частности, если u0 ∈ D(A−1/2F ), то u0 = F−1A1/2η0, η0 ∈ H, и
тогда

(A−1/2B1/2)(B1/2u0) = (A−1/2BA−1/2)(A−1/2FA−1/2)−1η0 =: Kη0 ∈ H

так как в силу левого условия (3.40) оператор K ограничен.
Далее, условие 4◦ будет выполнено, если f(t) ∈ C1([0, T ];D(A−1/2)) и,

кроме того (см. (3.35), (3.48)),

A−1/2Gk(t, s)Cku
0 = (A−1/2Gk(t, s)A

1/2)(A−1/2Cku
0) ∈ C(∆T ;L(H)),

A−1/2(∂Gk(t, s)/∂t)Cku
0 = (A−1/2(∂Gk(t, s)/∂t)A

1/2)(A−1/2Cku
0) ∈ C(∆T ;L(H)).

Так как здесь в силу (3.73) первые сомножители обладают этим свойством,
а u0 = F−1A1/2η0, η0 ∈ H, то

A−1/2Cku
0 =

[
(A−1/2CkA

−1/2)(F 1/2A−1/2)−1
]
F−1/2A1/2η0 ∈ H,

поскольку согласно (3.72) квадратная скобка — ограниченный оператор, а
оператор F−1/2A1/2 также ограничен.

Можно проверить также, опираясь на формулы (3.129) для W̃k(t, ξ) и
формулы (3.13), (3.14), (3.64), что условия 1◦ и 2◦ выполняются, если имеют
место свойства (3.72), (3.73).

Таким образом, при выполнении условий (3.71)-(3.73) задача (3.66), (3.67)
имеет на отрезке [0, T ] единственное сильное решение y(t) со значениями в
H2.

2) Опираясь на этот факт, докажем утверждение данной теоремы. С этой
целью перепишем (3.66), (3.67) в виде задачи Коши для системы двух урав-
нений:

dy1

dt
+A−1/2F 1/2(F 1/2A−1/2y1 +iV ∗y2)+αy1 +

m∑
k=1

t∫
0

e−α(t−ξ)V̂k(t, ξ)Ĉky1(ξ)dξ =

= e−αt(A−1/2f(t)−
m∑
k=1

t∫
0

Ĝk(t, s)ĈkA
1/2u0ds), y1(0) = A1/2u1; (3.74)

dy2

dt
+ iB1/2A−1/2y1 + αy2 = 0, y2(0) = −iB1/2u0. (3.75)
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Здесь, как было доказано, каждое слагаемое в уравнениях является на от-
резке [0, T ] непрерывной функцией t со значениями в H.

Заметим теперь, что задача (3.52), (3.53) также переписывается в виде
задачи Коши для системы двух уравнений, причём второе имеет вид (3.75),
а первое, согласно определению оператора Fα, таково:

dy1

dt
+A−1/2FA−1/2y1+iA

−1/2F 1/2V +y2+αy1+
m∑
k=1

t∫
0

e−α(t−ξ)V̂k(t, ξ)Ĉky1(ξ)dξ =

= e−αt(A−1/2f(t)−
m∑
k=1

t∫
0

Ĝk(t, s)ĈkA
1/2u0ds), y1(0) = A1/2u1. (3.76)

Докажем, что (в условиях данной теоремы) из существования сильного
решения задачи (3.74), (3.75) следует, что задача (3.76), (3.75) также имеет
на отрезке [0, T ] сильное решение (y1(t); y2(t))

τ со значениями в H2. Ины-
ми словами, учитывая свойство V ∗|D(B1/2) = V + = F−1/2B1/2 (лемма 3.2.9),
в уравнении (3.74) можно во втором слагаемом слева раскрыть скобки, и
тогда в (3.76), (3.75) каждое слагаемое будет непрерывной функцией t со
значениями в H.

Из (3.75) следует, что

y2(t) = −i
t∫

0

e−α(t−s)B1/2A−1/2y1(s)ds+ y2(0).

Подставляя это соотношение в выражение в скобках в (3.74), приходим к
выводу, что функция

ϕ(t) := F 1/2A−1/2y1(t) +

t∫
0

e−α(t−s)V ∗B1/2A−1/2y1(s)ds+

+ V ∗B1/2u0 ∈ C([0, T ];D(A−1/2F 1/2)). (3.77)

Считая ϕ(t) и u0 заданными, приходим к выводу, что функция y1(t) является
решением интегрального уравнения Вольтерра

y1(t) +

t∫
0

e−α(t−s)Ky1(s)ds = ϕ1(t) ∈ C([0, T ];D(A−1/2FA−1/2)), (3.78)
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K := A1/2F−1/2V ∗B1/2A−1/2, (3.79)

ϕ1(t) := A−1/2F−1/2ϕ(t)− A1/2F−1/2V ∗B1/2u0. (3.80)

В самом деле, опираясь на свойство

D(A−1/2F ) ⊂ D(A−1/2B) ⊂ D(B)

(см. (3.71)), а также лемму 3.2.9, получаем, что

A1/2F−1/2V ∗B1/2u0 = A1/2F−1/2V +B1/2u0 = A1/2F−1Bu0 =

= (A1/2F−1A1/2)(A−1/2Bu0) ∈ D(A−1/2FA−1/2),

так как A−1/2Bu0 ∈ H. Что касается первого слагаемого в (3.80), то свойство

A1/2F−1/2ϕ(t) ∈ C([0, T ];D(A−1/2FA−1/2))

следует из (3.77).
Таким образом, соотношение (3.77) можно рассматривать как интеграль-

ное уравнение Вольтерра второго рода в пространстве

C([0, T ];H(A−1/2FA−1/2)), H(A−1/2FA−1/2) := D(A−1/2FA−1/2),

с нормой, эквивалентной норме графика:

||y1||H(A−1/2FA−1/2) := ||A−1/2FA−1/2y1||H.

Проверим, что оператор K из (3.79) является линейным ограниченным
оператором, действующим в H(A−1/2FA−1/2). Для этого заметим, что если
y1 ∈ D(A−1/2FA−1/2) ⊂ D(A−1/2BA−1/2), то B−1/2A−1/2y1 ∈ D(A−1/2B1/2) ⊂
D(B1/2) и потому по лемме 3.2.9

Ky1 = A1/2F−1/2V ∗B1/2A−1/2y1 = A1/2F−1/2V +B1/2A−1/2y1 =

= A1/2F−1BA−1/2y1 = (A−1/2FA−1/2)−1(A−1/2BA−1/2)y1 ∈ D(A−1/2FA−1/2),

так как A−1/2BA−1/2y1 ∈ H.
Отсюда и следует, что K|D(A−1/2FA−1/2) ограничен как оператор, действую-

щий вH(A−1/2FA−1/2). Тогда ядроK(t, s) := e−α(t−s)K интегрального опера-
тора в уравнении (3.78) является непрерывной по t, s оператор-функцией со
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значениями в L(H(A−1/2FA−1/2)). Поэтому по обычной теореме существова-
ния и единственности непрерывного решения уравнения Вольтерра второго
рода (см., например, [21]) задача (3.78) имеет единственное решение y1(t) ∈
C([0, T ];H(A−1/2FA−1/2)). Значит, в (3.74) в выражении F 1/2A−1/2y1(t) +

iV ∗y2(t) каждое слагаемое принадлежит C([0, T ];D(A−1/2F 1/2)) и потому во
втором слагаемом слева можно раскрыть скобки. Отсюда и следует, что за-
дача (3.76), (3.75) имеет единственное решение

(y1(t); y2(t))
τ ∈ C([0, T ];H2).

3) Осуществим теперь обратный переход от задачи (3.76), (3.75) к ис-
ходной задаче (3.1), (3.29), возвращаясь последовательно сначала от задачи
(3.52), (3.53) к задаче (3.33)-(3.37), затем к задаче (3.30) и, наконец, к (3.1),
(3.29). При этом получаем, что задача (3.30) имеет на отрезке [0, T ] един-
ственное сильное решение v(t) со значениями в H, а потому исходная задача
(3.1), (3.29) имеет на этом отрезке единственное сильное решение u(t) со
значениями в D(A−1/2).

Замечание 3.2.12. При доказательстве теоремы 3.2.11 было использовано
свойство D(A−1/2F ) ⊂ D(A−1/2B), следующее из свойства

R(A1/2F−1A1/2)=D(A−1/2FA−1/2)⊂D(A−1/2BA−1/2)=

= R(A1/2B−1A1/2)⊂D(A−1/2)

после применения оператора A−1/2:

A−1/2R(A1/2F−1A1/2) = R(F−1A1/2) = D(A−1/2F ) ⊂ A−1/2R(A1/2B−1A1/2)=

= R(B−1A1/2) = D(A−1/2B).

Рассмотрим теперь ситуацию, когда W̃k(t, ξ) и C̃k в (3.52) заданы форму-
лами (3.129), (3.18), (3.19), (3.9), и приведём результат, аналогичный теореме
3.2.11, без доказательства.

Теорема 3.2.13. Пусть в задаче (3.1), (3.29) выполнено условие (3.40),
условия (3.71), а также условия

D(CkA
−1/2) ⊃ D(F 1/2A−1/2), k = 1,m,
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Gk(t, s), ∂Gk(t, s)/∂t ∈ C(∆T ;L(H,D(A−1/2))), k = 1,m.

Тогда эта задача имеет на отрезке [0, T ] единственное сильное решение
u(t) со значениями в D(A−1/2).

3.2.4 Случай средней интенсивности внутренней диссипации
энергии. Рассмотрим, наконец, вариант, когда в задаче (3.33)-(3.37) вы-
полнены условия (3.39), то есть

D(A−1/2BA−1/2) ⊂ D(A−1/2FA−1/2) ⊂ D(B1/2A−1/2) ⊂ (F 1/2A−1/2). (3.81)

В этом случае в задаче Коши (3.52)-(3.129) оператор Fα из (3.54) снова
определён на D(Fα) из (3.128), однако обладает свойствами, отличными от
свойств операторов Fα и Fα = F , возникших в пункте 3.2.3. При этом по-
прежнему справедливо утверждение леммы 3.2.8, а взамен леммы 3.2.9 спра-
ведливо утверждение, которое сейчас будет сформулировано.

Введём в рассмотрение вспомогательные операторы

Q := B1/2F−1A1/2, Q+ := A1/2F−1B1/2, D(Q+) := D(B1/2), (3.82)

V := B1/2F−1/2, V −1 := F 1/2B−1/2, D(V ) := R(V −1), R(V ) := D(V −1) = H,

V + :=F−1/2B1/2, (V +)−1 =B−1/2F 1/2, D(V +) :=D(B1/2), D(V +)−1 :=D(F 1/2).

(3.83)

Лемма 3.2.14. Операторы Q, Q+, V и V + обладают следующими свой-
ствами:

Q ∈ L(H), Q+ = Q∗|D(B1/2), Q+ = Q∗ ∈ L(H), (3.84)

V −1 ∈ L(H), (V +)−1 = (V −1)∗|D(F 1/2), (V +)−1 = (V ∗)−1 = (V −1)∗ ∈ L(H).

(3.85)

Доказательство. Оно проходит по тому же плану, что и в лемме 3.2.9.
1) Так как

Q = B1/2F−1A1/2 = (B1/2A−1/2)(A1/2F−1A1/2) = (B1/2A−1/2)(A−1/2FA−1/2)−1

и выполнено среднее включение в (3.81), то оператор Q ограничен в H.
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2) Пусть теперь u ∈ D(B1/2) и v ∈ H. Тогда

(Q+u, v)H = (A1/2F−1B1/2u, v)H = (u,B1/2F−1A1/2v)H = (u,Qv)H,

и потому справедливы свойства (3.84).
3) Аналогично для V −1 имеем, в силу правого включения (3.81),

V −1 =F−1/2B1/2 =(F 1/2A−1/2)(A1/2B1/2)=(F 1/2A−1/2)(B1/2A−1/2)−1∈L(H).

4) Далее, пусть u ∈ D(F 1/2) = D((V +)−1) и v ∈ H. Тогда

((V +)−1u, v)H = (B−1/2F 1/2u, v)H = (u, F 1/2B−1/2v)H = (u, V −1v)H.

Отсюда и следуют свойства (3.85).
Из леммы 3.2.14 следует, что оператор V := (V −1)−1 является, вооб-

ще говоря, неограниченным оператором, заданным на области определения
D(V ) := R(V −1); соответственно V ∗ также, вообще говоря, неограничен и
D(V ∗) = R((V ∗)−1) = R((V −1)∗). При этом R(V ) = R(V ∗) = H.

Теорема 3.2.15. Операторная матрица Fα из (3.54), (3.128) в предполо-
жениях (3.81) допускает факторизацию вида

Fα =

(
I 0

iQ I

)(
A−1/2FA−1/2 0

0 V V + + αI

)(
I iQ+

0 I

)
+

(
αI 0

0 0

)
,

(3.86)
где Q, Q+, V и V + — операторы, введённые формулами (3.82)-(3.83) и об-
ладающие свойствами, описанными в лемме 3.2.14.

Оператор Fα допускает замыкание до максимального равномерно аккре-
тивного оператора F , который представим в виде

F = Fα =

(
I 0

iQ I

)(
A−1/2FA−1/2 0

0 V V ∗ + αI

)(
I iQ∗

0 I

)
+

(
αI 0

0 0

)
.

(3.87)
Он задан на области определения

D(F) :={y=(y1; y2)
τ ∈H2 : y1∈D(B1/2A−1/2), y1 + iQ∗y2∈D(A−1/2FA−1/2)}

(3.88)
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и действует по закону

Fy =

(
A−1/2FA−1/2(y1 + iQ∗y2) + αy1

iB1/2A−1/2y1 + αy2

)
. (3.89)

Доказательство. Формула (3.86) проверяется непосредственно на элемен-
тах из D(Fα) с учётом обозначений (3.82)-(3.83). При этом в (3.86) второй
и третий сомножители допускают замыкание путём замены V + и Q+ на V ∗

и Q∗ соответственно. После этого возникает оператор (3.87), первое слагае-
мое которого есть произведение замкнутых операторов, каждый из которых
имеет ограниченный обратный, а второе — ограниченный оператор. Тогда
F будет иметь в качестве области значений всё пространство H2 и пото-
му будет замкнутым оператором. Так как после замыкания Fα неравенство
равномерной аккретивности (см. (3.57)) сохраняется и для F = Fα, то F
является максимальным равномерно аккретивным оператором.

Убедимся теперь в справедливости формул (3.88), (3.89). Если y ∈ D(F),
то из (3.87) следует, что

Fy =

(
A−1/2FA−1/2(y1 + iQ∗y2) + αy1

iQA−1/2FA−1/2(y1 + iQ∗y2) + (V V ∗ + αI)y2

)
. (3.90)

Отсюда получаем, что

y1 + iQ∗y2 ∈ D(A−1/2FA−1/2), y2 ∈ D(V V ∗).

Пусть y2 ∈ D(A−1/2B1/2). Тогда y2 ∈ D(V V +) = D(B1/2F−1B1/2) =

D(QA−1/2B1/2) ⊂ D(B1/2), y2 ∈ D(V V ∗) и потому (согласно среднему вклю-
чению (3.81))

Q∗y2 = Q+y2 = A1/2F−1B1/2y2 =

= (A−1/2FA−1/2)−1(A−1/2B1/2y2) ∈ D(A−1/2FA−1/2) ⊂ D(B1/2A−1/2).

Отсюда с учётом соотношения QA−1/2FA−1/2 = B1/2A−1/2 из второй строчки
(3.90) получаем, что y1 ∈ D(B1/2A−1/2), и эта строка равна

iB1/2A−1/2y1 −B1/2A−1/2(A1/2F−1B1/2y2) + V V +y2 + αy2 = iB1/2A−1/2y1−

−B1/2F−1B1/2y2+B
1/2F−1B1/2y2+αy2 = iB1/2A−1/2y1+αy2, y2∈D(A−1/2B1/2).

(3.91)



71

Так как D(A−1/2B1/2) = R(B−1/2A1/2) плотно в H, то после замыкания по
элементам y2∈D(A−1/2B1/2) получаем формулу (3.91) при любых y2∈H.

Рассмотрим теперь, опираясь на свойства оператора F , задачу Коши,
обобщающую задачу (3.52),(3.53) в варианте (3.13), (3.14), (3.8), следующего
вида

dy

dt
+ Fy +

m∑
k=1

t∫
0

W̃k(t, ξ)C̃ky(ξ)dξ = f̃α(t), (3.92)

y(0) = (A1/2u1;−iB1/2u0)τ .

Так как здесь, согласно теореме 3.2.15, оператор (−F) является генератором
сжимающей C0-полугруппы, то эта задача, согласно теореме 3.0.15, имеет
сильное решение на отрезке [0, T ], если выполнены следующие условия:

1◦. D(C̃k) ⊃ D(F), k = 1,m;
2◦. W̃k(t, ξ), ∂W̃k(t, ξ)/∂t ∈ C(∆T ;L(H2));
3◦. y0 ∈ D(F);
4◦. f̃α(t) ∈ C1([0, T ];H2).
Свяжем с (3.92) задачу Коши для интегро-дифференциального уравнения

второго порядка в пространстве H. Именно, назовём задачу Коши

A
d2u

dt2
+ FA−1/2(A1/2du

dt
+Q∗B1/2u)+

m∑
k=1

t∫
0

Gk(t, s)Cku(s)ds=f(t),

u(0)=u0, u′(0)=u1,

(3.93)

задачей, ассоциированной с исходной задачей (3.1) в предположениях (3.29).

Определение 3.2.16. Сильным решением ассоциированной задачи (3.93)
на отрезке [0, T ] назовём функцию u(t) со значениями в D(A−1/2) ⊂ H, для
которой выполнены следующие условия:

1◦. u(t) ∈ D(B1/2) и B1/2u(t) ∈ C([0, T ];H);
2◦. A1/2du/dt+Q∗B1/2u ∈ D(A−1/2FA−1/2)

и FA−1/2(A1/2(du/dt) +Q∗B1/2u(t)) ∈ C([0, T ];D(A−1/2));
3◦. Au(t) ∈ C2([0, T ];D(A−1/2));
4◦. для любого t ∈ [0, T ] выполнено уравнение (3.93), где все слагаемые

являются элементами из C([0, T ];D(A−1/2)), и начальные условия.
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Оправданием для введения термина "ассоциированная" является следу-
ющий факт.

Лемма 3.2.17. Если сильное решение u(t) ассоциированной задачи (3.93)
обладает дополнительными свойствами гладкости

u(t) ∈ D(B), Bu(t) ∈ C([0, T ];D(A−1/2)), (3.94)

то оно является сильным решением задачи (3.1), (3.29) в смысле определе-
ния 3.2.1, то есть на отрезке [0, T ] и со значениями в D(A−1/2).

Доказательство. В самом деле, если выполнены свойства (3.94), то

Q∗B1/2u(t) = Q+B1/2u(t) = A1/2F−1Bu(t) ∈ C([0, T ];D(A−1/2FA−1/2)).

Поэтому в (3.93) можно раскрыть скобки во втором слагаемом слева:

FA−1/2(A1/2du

dt
+ A1/2F−1Bu(t)) = F

du

dt
+Bu,

причём здесь каждое слагаемое является элементом из ([0, T ];D(A−1/2)).
Таким образом, задача (3.93) является обобщением задачи (3.1), (3.29) на

случай, когда не имеют место свойства (3.94).

Теорема 3.2.18. Пусть выполнены условия

u0 ∈ D(A−1/2B), u1 ∈ D(A−1/2F ), f(t) ∈ C1([0, T ];D(A−1/2)); (3.95)

D(A−1/2CkA
−1/2) ⊃ D(B1/2A−1/2), k = 1,m; (3.96)

Gk(t, s), ∂Gk(t, s)/∂t ∈ C(∆T ;L(D(A−1/2))), k = 1,m. (3.97)

Тогда ассоциированная задача (3.93) имеет на отрезке [0, T ] единственное
сильное (в смысле определения 3.2.16) решение со значениями в D(A−1/2).

Доказательство. Доказательство этой теоремы проводится по схеме дока-
зательства теоремы 3.2.11.

1) Проверим, что при выполнении условий (3.95)-(3.97) имеют место свой-
ства 1◦-4◦, обеспечивающие разрешимость задачи Коши (3.92).

Действительно, можно проверить, что при выполнении первых двух усло-
вий (3.95) имеет место свойство y0 ∈ D(Fα) ⊂ D(F). Далее, если f(t) облада-
ет свойством (3.95), то f̃α ∈ C1([0, T ];H2), если (см. доказательство теоремы
3.2.11)

A−1/2Gk(t, s)Cku
0, A−1/2(∂Gk(t, s)/∂t)Cku

0 ∈ C(∆T ;L(H)). (3.98)
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Однако при u0 ∈ D(A−1/2B) имеем u0 = B−1A1/2η0, η0 ∈ H, и поэтому

A−1/2Gk(t, s)Cku
0=

=(A−1/2Gk(t, s)A
1/2)
[
(A−1/2CkA

−1/2)(B1/2A−1/2)−1
]
(B−1/2A1/2η0)∈C(∆T ;L(H)),

поскольку первый сомножитель есть элемент из C(∆T ;L(H)), второй сомно-
житель, согласно (3.96), ограничен, а оператор B−1/2A1/2 также ограничен.
Аналогично доказывается и второе свойство (3.98).

Таким образом, при выполнении условий (3.95)-(3.97) упомянутые выше
свойства 3◦ и 4◦ имеют место. Можно также непосредственно убедиться, опи-
раясь на формулы (3.129), (3.13), (3.14), (3.88), что условия 1◦ и 2◦ выполне-
ны, если справедливы свойства (3.96), (3.97).

Таким образом, при условиях(3.95)-(3.97) задача Коши (3.92) имеет на
отрезке [0, T ] единственное сильное решение y(t) со значениями в H2.

2) Докажем теперь утверждение данной теоремы. Перепишем задачу
(3.92) в векторно-матричной форме; имеем

dy1

dt
+ A−1/2FA−1/2(y1 + iQ∗y2) + αy1 +

m∑
k=1

t∫
0

e−α(t−ξ)V̂k(t, ξ)Ĉky1(ξ)dξ =

= e−αt(A−1/2f(t)−
m∑
k=1

t∫
0

Ĝk(t, s)ĈkA
1/2u0ds), y1(0) = A1/2u1, (3.99)

dy2

dt
+ iB1/2A−1/2y1 + αy2 = 0, y2(0) = −iB1/2u0. (3.100)

Здесь в уравнениях все слагаемые являются функциями из C([0, T ];H).
Умножим обе части уравнений (3.99), (3.100) на eαt, затем выразим из

(3.100) eαty2(t) через eαty1(t) и воспользуемся соотношениями (3.8), (3.13),
(3.14), (3.31), (3.34), (3.35), (3.51) и связью A1/2u = v. Тогда, после приме-
нения слева оператора A1/2 в преобразованном уравнении (3.99), придём к
уравнению (3.93), где все слагаемые — функции из C([0, T ];D(A−1/2)).

Приведём, наконец, без доказательства утверждение о корректной разре-
шимости задачи (3.93) в варианте (3.9), (3.18),(3.19), (3.129).

Теорема 3.2.19. Пусть выполнены условия

u0 ∈ D(A−1/2B), u1 ∈ D(A−1/2F ), f(t) ∈ C1([0, T ];D(A−1/2));
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D(CkA
−1/2) ⊃ D(B1/2A−1/2), k = 1,m;

Gk(t, s), ∂Gk(t, s)/∂t ∈ C(∆T ;L(H,D(A−1/2))), k = 1,m.

Тогда ассоциированная задача (3.93) имеет на отрезке [0, T ] единствен-
ное сильное (в смысле определения 3.2.16) решение u(t) со значениями в
D(A−1/2).

Отметим, что замечание 3.1.9 имеет силу и для теорем 3.2.5-3.2.6, 3.2.11-
3.2.13, 3.2.18-3.2.19. В этих теоремах требование f(t) ∈ C1([0, T ];D(A−1/2))

также можно ослабить, заменив его условием (см. замечание 3.1.9)

A−1/2f(t) ∈ W 1
p ([0, T ];H), p > 1.

3.3 Случай полуограниченных операторных коэффи-

циентов.

Рассмотрим в гильбертовом пространстве H задачу Коши для интегро-
дифференциального уравнения второго порядка вида

A
d2u

dt2
+ F

du

dt
+Bu+

m∑
k=1

t∫
0

Gk(t, s)Cku(s)ds = f(t), (3.101)

u(0) = u0, u′(0) = u1.

Эта задача в случае самосопряжённых положительно определённых опе-
раторов F (оператор диссипации) и B (оператор потенциальной энергии)
изучена в параграфе 4.1.3. В данном параграфе рассматривается вариант,
когда эти операторы лишь ограничены снизу, т.е. в исследуемой динамиче-
ской системе возможна подкачка энергии, причём система может быть ста-
тически неустойчива.

Будем считать, что

0 < A = A∗ ∈ L(H), F = F ∗ > γF I, B = B∗ > γBI, γF , γB ∈ R, (3.102)

а ограничения на Gk(t, s) и Ck сформулируем ниже.
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Замечание 3.3.1. Далее под D(A−1/2B) будем понимать множество

D(A−1/2B) = D(A−1/2Bc) = R(B−1
c A1/2) ⊂ H,

Bc := (B − γBI) + cI, ∀c > 0, D(Bc) = D(B).

Аналогично определяется множество

D(A−1/2BA−1/2) := D(A−1/2BcA
−1/2).

С учётом замечаний 2.2.1, 3.102 дадим определение сильного решения за-
дачи (3.101) со значениями в пространстве E1/2 = D(A−1/2).

Определение 3.3.2. Назовём сильным решением задачи Коши (3.101) на
отрезке [0, T ] такую функцию u(t) со значениями в пространстве E1/2 =

D(A−1/2), для которой выполнены следующие условия:
1◦. u(t) ∈ C([0, T ];D(A−1/2B));
2◦. u′(t)∈C([0, T ];D(|B|1/2)) ∩ C([0, T ];D(A−1/2F )), |B| := (B2)1/2;
3◦. Au′′(t) ∈ C([0, T ];D(A−1/2));
4◦. все слагаемые в уравнении (3.101) непрерывны по t и принадлежат

пространству C([0, T ];D(A−1/2));
5◦. при любом t ∈ [0, T ] выполнено уравнение (3.101);
6◦. выполнены начальные условия u(0) = u0, u′(0) = u1.

Необходимыми условиями существования сильного решения задачи
(3.101),(3.102) являются, очевидно, условия

u0 ∈ D(A−1/2B), u1 ∈ D(|B|1/2) ∩ D(A−1/2F ),

f(t) ∈ C([0, T ];D(A−1/2)).

Наша цель — выяснить ограничения на операторы F , B, Ck и оператор-
функции Gk(t, s), k = 1,m, при которых имеет место утверждение о суще-
ствовании сильного решения задачи (3.101) со значениями в D(A−1/2) = E1/2.

3.3.1 Предварительные преобразования. Будем считать, что задача
(3.101) имеет сильное решение u(t) в смысле определения 3.3.2, и осуще-
ствим, как и в 4.1.3, переход от этой задачи к задаче Коши для системы
двух интегро-дифференциальных уравнений первого порядка. Осуществляя
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в (3.101) замену A1/2u =: v и применяя слева оператор A−1/2 (это можно
сделать для сильного решения), приходим к задаче:

d2v

dt2
+ A−1/2FA−1/2dv

dt
+ A−1/2BA−1/2v+

+
m∑
k=1

t∫
0

A−1/2Gk(t, s)CkA
−1/2v(s)ds = A−1/2f(t), (3.103)

v(0) = A1/2u0, v′(0) = A1/2u1.

Здесь все слагаемые в уравнении являются элементами из C([0, T ];H).
Прежде чем перейти к задаче Коши для интегро-дифференциального

уравнения первого порядка, сформулируем ряд вспомогательных утвержде-
ний.

Определение 3.3.3. Будем говорить, что оператор F = F ∗ имеет дискрет-
ный спектр σ(F ) = σd(F ), если:

1) σ(F ) состоит из изолированных конечнократных вещественных соб-
ственных значений с предельной точкой +∞;

2) система соответствующих собственных элементов образует ортогональ-
ный базис в H.

Лемма 3.3.4. Пусть X > γI, γ ∈ R, самосопряжённый оператор с дис-
кретным спектром, имеющий конечное число κ (с учётом кратностей)
отрицательных собственных значений. Пусть A ограниченный положи-
тельный оператор. Тогда спектр оператора A−1/2XA−1/2 имеет ровно κ
отрицательных собственных значений и минимальное из них

λmin(A
−1/2XA−1/2) = −1

/(
min

u:(Xu,u)<0

(Au, u)

(−Xu, u)

)
. (3.104)

Доказательство. По теореме 2.1 из [71, c.38] положительная часть спектра
линейного операторного пучка

M(µ) := −µX − A

состоит из κ собственных значений 0 < µ1 6 µ2 6 . . . 6 µκ, причём

µ1 = min
u:(Xu,u)<0

(Au, u)

(−Xu, u)
(3.105)
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Заметив, что задача M(µ)v = 0 равносильна спектральной задаче
A−1/2XA−1/2u = λu, где λ = −1/µ, A1/2v = u, получаем, что отрицательная
часть спектра оператора A−1/2XA−1/2 состоит из κ собственных значений
λk := −1/µk, k = 1,κ. Отсюда следует, что λ1 6 λ2 6 . . . 6 λκ < 0, и с
учётом (3.105) приходим к формуле (3.104).

Лемма 3.3.5. Пусть оператор X = X∗ > γI, γ ∈ R, имеет дискретный
спектр, а оператор A > 0 ограничен. Тогда для выполнения условия

X + αA� 0, α > 0, (3.106)

необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие

A−1/2XA−1/2 + αI � 0. (3.107)

Доказательство. Убедимся сперва непосредственной проверкой, что при
условии (3.106) условие (3.107) также имеет место:(

(A−1/2XA−1/2 + αI)u, u
)

=
(

(X + αA)(A−1/2u), (A−1/2u)
)
>

> c1||A−1/2u||2 > c1c2||u||2, u ∈ D(A−1/2XA−1/2) = R(A1/2X−1
c A1/2).

Здесь c1 > 0, c2 > 0 — константы положительной определённости операторов
X + αA и A−1/2 соответственно.

Пусть теперь условие (3.107) выполнено, тогда

((X + αA)u, u) :=
(
A1/2(A−1/2XA−1/2 + αI)A1/2u, u

)
=

=
(

(A−1/2XA−1/2 + αI) (A1/2u), (A1/2u)
)
> c3||A1/2u||2 > 0,

c3 > 0, u ∈ D(A−1/2XA−1/2)

то есть оператор X + αA неотрицателен. Но если ((X + αA)u, u) = 0, то
||A1/2u|| = 0, а значит u = 0, откуда следует, что X + αA по крайней мере
положительный оператор.

Покажем, что на самом деле он положительно определён. В самом деле,
так как X имеет дискретный спектр, а A — ограничен, то X+αA тоже имеет
дискретный спектр. Однако X +αA положителен. Значит он положительно
определён.
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Будем далее считать, что операторы F и B в задаче (3.101) имеют дис-
кретные спектры.

Возвращаясь к задаче (3.103), представим оператор B в виде:

A−1/2BA−1/2 = A−1/2BA−1/2 + βI − βI =: Bβ − βI, β ∈ R+, (3.108)

и константу β выберем (см. лемму 3.3.4) из условия

β > λmin(A−1/2BA−1/2) = 1
/(

min
u:(Bu,u)<0

(Au, u)

(−Bu, u)

)
, (3.109)

и тогда Bβ � 0. Заметим, что при этом по лемме 3.3.5 вместе с Bβ положи-
тельно определён и оператор B + βA =: B̃β.

При условиях (3.108), (3.109) задача (3.103) перепишется в виде

d2v

dt2
+ A−1/2FA−1/2dv

dt
+ A−1/2B̃βA

−1/2v+

+
m∑
k=1

t∫
0

A−1/2Gk(t, s)CkA
−1/2v(s)ds =A−1/2f(t) + βv(t),

(3.110)

v(0) = A1/2u0, v′(0) = A1/2u1,

где теперь в правую часть входит искомая функция v(t).
Для сильного решения задачи (3.110) проделаем те же преобразования,

что и в параграфе 4.1.3. Введём новую искомую функцию:

−iB̃1/2
β A−1/2v(t) =:

dw

dt
, w(0) = 0. (3.111)

В силу свойства 2◦ из определения 3.3.2 получаем, что d2w/dt2 ∈ C([0, T ];H)

и потому
d2w

dt2
+ iB̃

1/2
β A−1/2dv

dt
= 0, w′(0) = −iB̃1/2

β A−1/2v(0) = −iB̃1/2
β u0. (3.112)

Действуя далее по схеме п.3.1.1, преобразуем ещё интегральные слагаемые
в (3.110) и рассмотрим в дальнейшем два варианта, отвечающих случаям
(3.8) и (3.9).

Так, в варианте (3.8) задача (3.110) с учётом (3.111), (3.112) равносильна
задаче Коши для интегро-дифференциального уравнения первого порядка
следующего вида:

dz

dt
+ F0z +

m∑
k=0

t∫
0

Ṽk(t, ξ)C̃kz(ξ)dξ = f̃0(t), (3.113)
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z(0) = z0 := (A1/2u1;−iB̃1/2
β u0)τ , (3.114)

z(t) := (v′(t);w′(t))τ ∈ H̃ := H⊕H, (3.115)

f̃0(t) := (A−1/2f(t)−
m∑
k=1

t∫
0

A−1/2Gk(t, s)Cku
0ds+ βA1/2u0; 0)τ , (3.116)

F0 :=

(
A−1/2FA−1/2 iA−1/2B̃

1/2
β

iB̃
1/2
β A−1/2 0

)
, (3.117)

D(F0) := (D(A−1/2FA−1/2) ∩ D(B̃
1/2
β A−1/2))⊕D(A−1/2B̃

1/2
β ), (3.118)

а операторы Ṽk(t, ξ) и C̃k заданы формулами

Ṽk(t, ξ) := diag(V̂k(t, ξ); 0),

V̂k(t, ξ) :=

t∫
ξ

Ĝk(t, s)ds =

t∫
ξ

A−1/2Gk(t, s)A
1/2ds, k = 1,m,

(3.119)

C̃k := diag(Ĉk; 0), D(C̃k) := D(Ĉk)⊕H, k = 1,m. (3.120)

Ṽ0(t, ξ)C̃0 = diag(−βI; 0). (3.121)

в случае (3.8) и формулами

Ṽk(t, ξ) := diag(V̌k(t, ξ); 0),

V̌k(t, ξ) :=

t∫
ξ

Ǧk(t, s)ds =

t∫
ξ

A−1/2Gk(t, s)ds,
(3.122)

C̃k := diag(Čk; 0), D(C̃k) := D(Čk)⊕H, k = 1,m, (3.123)

(3.121) в случае (3.9).
Осуществим ещё в (3.113) замену искомой функции

z(t) = eαty(t), α > 0. (3.124)

Константу α здесь выберем из условия (см. лемму 3.3.4):

α > λmin(A−1/2FA−1/2) = 1
/(

min
u:(Fu,u)<0

(Au, u)

(−Fu, u)

)
,

тогда Fα := A−1/2FA−1/2 + αI � 0. Заметим, что при этом по лемме 3.3.5
вместе с Fα положительно определён и оператор F + αA =: F̃α.



80

Тогда для новой искомой функции y(t) получим задачу Коши

dy

dt
+ Fαy +

m∑
k=0

t∫
0

W̃k(t, ξ)C̃ky(ξ)dξ = f̃α(t), (3.125)

y(0) = z(0) = (A1/2u1;−B̃1/2
β u0)τ , (3.126)

Fα := F0+αI =

(
A−1/2F̃αA

−1/2 iA−1/2B̃
1/2
β

iB̃
1/2
β A−1/2 αI

)
, F̃α := F+αA� 0, (3.127)

D(Fα) = D(F0), (3.128)

f̃α(t) := e−αtf̃0(t), W̃k(t, ξ) := e−α(t−ξ)Ṽk(t, ξ), (3.129)

где функция f̃0(t) задана формулой (3.116), а Ṽk(t, ξ) и C̃k — формулами
(3.119), (3.120), (3.121) в обозначениях (3.8) и формулами (3.122), (3.123),
(3.121) в обозначениях (3.9).

Заметим теперь, что операторные коэффициенты в задаче Коши (3.113)
обладают теми же свойствами, что и операторные коэффициенты аналогич-
ной задачи Коши (3.33)-(3.37), которая возникла в п.3.2.1. Поэтому дальней-
шее исследование задачи (3.113) полностью повторяет исследование, прове-
денное в параграфе 4.1.3.

А именно, в зависимости от связей областей определения операторов
B̃

1/2
β A−1/2 и A−1/2FA−1/2 необходимо рассмотреть три случая
1◦. Малая интенсивность внутренней диссипации:

D(B̃
1/2
β A−1/2) ⊂ D(A−1/2FA−1/2). (3.130)

2◦. Средняя интенсивность внутренней диссипации:

D(A−1/2BA−1/2)⊂D(A−1/2FA−1/2)⊂D(B̃
1/2
β A−1/2)⊂D(F̃ 1/2

α A−1/2). (3.131)

3◦. Большая интенсивность внутренней диссипации:

D(A−1/2FA−1/2) ⊂ D(A−1/2BA−1/2) ⊂ D(B̃
1/2
β A−1/2). (3.132)

Для каждого из этих вариантов в параграфе 4.1.3 получены теоремы о
существовании и единственности сильного решения задачи (3.101) в случае,
когда F � 0 и B � 0.
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В связи с тем, что рассуждения, которые необходимо провести для иссле-
дования задачи (3.125), полностью повторяют рассуждения проведенные в
параграфе 4.1.3, сформулируем ниже без доказательства дальнейшие утвер-
ждения.

3.3.2 Итоговые утверждения. Для случая малой интенсивности дис-
сипации энергии системы справедливы следующие факты.

Теорема 3.3.6. Пусть в задаче (3.101) операторы F и B имеют дискрет-
ные спектры, и выполнены условия (3.130), (3.102), а также условия

D(B̃
1/2
β A−1/2) ⊂ D(A−1/2CkA

−1/2), k = 1,m. (3.133)

Gk(t, s), ∂Gk(t, s)/∂t ∈ C(∆T ;L(D(A−1/2))), k = 1,m. (3.134)

u0 ∈ D(A−1/2B), u1 ∈ D(B̃
1/2
β ). (3.135)

f(t) ∈ C1([0, T ];D(A−1/2)). (3.136)

Тогда эта задача имеет единственное сильное решение u(t) со значениями
в D(A−1/2) = E1/2 на отрезке [0, T ].

Теорема 3.3.7. Пусть в задаче (3.101) операторы F и B имеют дискрет-
ные спектры, и выполнены условия (3.130), (3.102), а также условия

D(B̃
1/2
β A−1/2) ⊂ D(CkA

−1/2), k = 1,m, (3.137)

Gk(t, s), ∂Gk(t, s)/∂t ∈ C(∆T ;L(H,D(A−1/2))), k = 1,m, (3.138)

(3.135), (3.136). Тогда эта задача имеет единственное сильное решение u(t)

со значениями в D(A−1/2) = E1/2 на отрезке [0, T ].

Для случая большой интенсивности диссипации энергии системы спра-
ведливы следующие утверждения.

Теорема 3.3.8. Пусть в задаче (3.101) операторы F и B имеют дискрет-
ные спектры, и выполнены условия (3.132), (3.102), и условия

u0 ∈ D(A−1/2F ) ⊂ D(A−1/2B), u1 ∈ D(A−1/2F ), (3.139)

f(t) ∈ C1([0, T ];D(A−1/2)), (3.140)
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D(A−1/2CkA
−1/2) ⊃ D(F̃ 1/2

α A−1/2), k = 1,m, (3.141)

Gk(t, s), ∂Gk(t, s)/∂t ∈ C(∆T ;L(D(A−1/2))), k = 1,m. (3.142)

Тогда эта задача имеет на отрезке [0, T ] единственное сильное решение
u(t) со значениями в D(A−1/2).

Теорема 3.3.9. Пусть в задаче (3.101) операторы F и B имеют дискрет-
ные спектры, и выполнены условия (3.132), (3.102), (3.139), (3.140), а также
условия

D(CkA
−1/2) ⊃ D(F̃ 1/2

α A−1/2), k = 1,m,

Gk(t, s), ∂Gk(t, s)/∂t ∈ C(∆T ;L(H,D(A−1/2))), k = 1,m.

Тогда эта задача имеет на отрезке [0, T ] единственное сильное решение
u(t) со значениями в D(A−1/2).

Для случая средней интенсивности диссипации энергии системы теоремы
о разрешимости удаётся получить лишь для так называемого ассоциирован-
ного уравнения. Именно, назовём задачу Коши

A
d2u

dt2
+ FA−1/2(A1/2du

dt
+Q∗B̃

1/2
β u)− βAu+ αA1/2Q∗B̃

1/2
β +

+
m∑
k=1

t∫
0

Gk(t, s)Cku(s)ds = f(t), u(0) = u0, u′(0) = u1,
(3.143)

где Q := B̃
1/2
β F̃−1

α A1/2, задачей, ассоциированной с исходной задачей (3.101)
в предположениях (3.102).

Определение 3.3.10. Сильным решением ассоциированной задачи (3.143)
на отрезке [0, T ] назовём функцию u(t) со значениями в D(A−1/2) ⊂ H, для
которой выполнены следующие условия:

1◦. u(t) ∈ D(B̃
1/2
β ) и B̃1/2

β u(t) ∈ C([0, T ];H);
2◦. A1/2du/dt+Q∗B̃

1/2
β u ∈ D(A−1/2FA−1/2)

и FA−1/2(A1/2(du/dt) +Q∗B̃
1/2
β u(t)) ∈ C([0, T ];D(A−1/2));

3◦. Au(t) ∈ C2([0, T ];D(A−1/2));
4◦. для любого t ∈ [0, T ] выполнено уравнение (3.143), где все слагаемые

являются элементами из C([0, T ];D(A−1/2)), и начальные условия.
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Здесь, как и в п.3.2.4, справедливо следующее утверждение, объясняющее
термин "ассоциированное уравнение".

Лемма 3.3.11. Если сильное решение u(t) ассоциированной задачи (3.143)
обладает дополнительными свойствами гладкости

u(t) ∈ D(B), Bu(t) ∈ C([0, T ];D(A−1/2)), (3.144)

то оно является сильным решением задачи (3.101), (3.102) в смысле опре-
деления 3.3.2, то есть на отрезке [0, T ] и со значениями в D(A−1/2).

Для ассоциированного уравнения справедливы следующие результаты.

Теорема 3.3.12. Пусть операторы F и B имеют дискретные спектры, и
выполнены условия (3.131), (3.102), а также условия

u0 ∈ D(A−1/2B), u1 ∈ D(A−1/2F ), f(t) ∈ C1([0, T ];D(A−1/2)); (3.145)

D(A−1/2CkA
−1/2) ⊃ D(B̃

1/2
β A−1/2), k = 1,m; (3.146)

Gk(t, s), ∂Gk(t, s)/∂t ∈ C(∆T ;L(D(A−1/2))), k = 1,m. (3.147)

Тогда ассоциированная задача (3.143) имеет на отрезке [0, T ] единственное
сильное (в смысле определения 3.3.10) решение со значениями в D(A−1/2).

Теорема 3.3.13. Пусть операторы F и B имеют дискретные спектры, и
выполнены условия (3.131), (3.102), (3.145), а также условия

D(CkA
−1/2) ⊃ D(B̃

1/2
β A−1/2), k = 1,m;

Gk(t, s), ∂Gk(t, s)/∂t ∈ C(∆T ;L(H,D(A−1/2))), k = 1,m.

Тогда ассоциированная задача (3.143) имеет на отрезке [0, T ] единствен-
ное сильное (в смысле определения 3.3.10) решение u(t) со значениями в
D(A−1/2).

Выводы. Доказаны теоремы о существовании и единственности
сильного решения задачи Коши для неполного вольтеррова интегро-
дифференциального уравнения второго порядка, неразрешённого относи-
тельно старшей производной. Применены два подхода: связанный с пере-
ходом к системе двух уравнений первого порядка и второй, связанный с
использованием теории операторных косинус- и синус-функций.
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Исследован класс полных вольтерровых интегро-дифференциальных
уравнений второго порядка с неограниченными операторными коэффици-
ентами, неразрешённых относительно старшей производной, когда один из
операторов имеет область определения, наиболее узкую по сравнению с об-
ластями определения других операторных коэффициентов. Применён метод
факторизации, позволяющей разделить исследуемые уравнения на три ос-
новных типа. Для каждого типа уравнений доказаны теоремы о существо-
вании и единственности сильного решения задачи Коши.

Доказаны теоремы о существовании и единственности сильного решения
задач Коши для полных вольтерровых интегро-дифференциальных уравне-
ний второго порядка с неограниченными операторными коэффициентами,
неразрешённых относительно старшей производной, когда имеет место под-
качка энергии системы (оператор диссипации энергии ограничен снизу), а
система может быть неустойчива (оператор потенциальной энергии ограни-
чен снизу).
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ГЛАВА 4

Спектральные задачи, ассоциированные с

интегро-дифференциальными уравнениями Вольтерра

4.1 Некоторые классы ассоциированных спектральных

задач для интегро-дифференцитальных уравнений

первого порядка.

4.1.1 Простейший частный случай. Вернёмся к спектральной про-
блеме п.2.2.1, то есть к задаче (2.32) и соответствующей спектральной про-
блеме для операторного пучка (2.37).

Рассмотрим ситуацию, когда операторы F и Ck, k = 1,m, образующие
матричный оператор FA по формулам (2.22)-(2.25), удовлетворяют условиям

F = F ∗ � 0, Ck = αkF, αk > 0, k = 1,m. (4.1)

В этом случае справедлива следующая

Теорема 4.1.1. При выполнении условий (4.1) пучок L(λ) принимает вид

L(λ) := I − λA1/2F−1A1/2 +
m∑
k=1

(γk − λ)−1αkI.

Тогда все собственные значения операторного пучка L(λ) можно найти
из следующей последовательности скалярных характеристических уравне-
ний:

ϕ(λ) :=
m∑
k=1

αk
γk − λ

+ 1 = λ · λn(A1/2F−1A1/2), n = 1, 2 . . . , (4.2)

где {λn(A1/2F−1A1/2)}∞n=1 — (конечнократные) собственные значения ком-
пактного положительного оператора A1/2F−1A1/2.

В этом случае спектр пучка L(λ) дискретен, за исключением +∞ и m
конечных точек сгущения {βk}mk=1, ϕ(βk) = 0, k = 1,m, 0 < γ1 < β1 <
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. . . < γm < βm < ∞. Он состоит из не более чем конечного множества
невещественных собственных значений и имеет m+1 ветвь положитель-
ных собственных значений, причём одна из ветвей имеет пределом +∞, а
другие m — {βk}mk=1.

Более того, если {ũn}∞n=1, un = (u0n; û1n)
τ ∈ H̃, — собственные элементы

оператора FA, отвечающие ветви собственных значений, стремящихся к
+∞ (к ветвям собственных значений, стремящихся к {βk}mk=1), то их про-
екции {u(∞)

0n }∞n=1 на H образуют ортонормированный базис с конечным де-
фектом в пространстве E−1/2 (соответственно, проекции {û(∞)

1n }∞n=1 на Ĥ1

образуют базис Рисса с конечным дефектом в пространстве Ĥ1). Если вы-
полнено условие F−1 ∈ Sp0, то указанный базис Рисса является p0-базисами
(с конечным дефектом) в E−1/2.

Доказательство. Доказательство всех фактов приведенной теоремы про-
водится по аналогии с доказательством теоремы 2.19 из [4] (см. c.21-23) и
потому здесь не приводится.

Рассмотрим теперь ситуацию, когда вместо (4.1) выполнены близкие, но
более общие условия

Q∗kQk = αkI +Nk, Nk = N ∗k ∈ S∞, k = 1,m. (4.3)

Для определённости соответствующий оператор FA будем обозначать
FA(N).

С учётом условий (4.3) пучок L(λ) перепишем в виде

L(λ) := ϕ(λ)I − λA1/2F−1A1/2 +
m∑
k=1

(γk − λ)−1A1/2F−1/2NkF
1/2A−1/2, (4.4)

где ϕ(λ) — функция (4.2).
Тогда для L(λ) справедлива следующая

Теорема 4.1.2. Пусть выполнены условия (4.3). Тогда

σ(FA(N))\({+∞} ∪ {βk}mk=1) (4.5)

является дискретным множеством, образующим m+ 1 ветвь

{{λ(k)
j }

∞
j=1}mk=1 ∪ {λ

(∞)
j }

∞
j=1
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положительных собственных значений с предельными точками
{βk}mk=1 и ∞ соответственно, а также, возможно, включающие в
себя конечное число невещественных собственных значений.

При этом, если {ũ(∞)
n }∞n=1, ũ

(∞)
n = (u

(∞)
0n ; û

(∞)
1n )τ ∈ H̃ ({ũ(k)

n }∞n=1, ũ
(k)
n =

(u
(k)
0n ; û

(k)
1n )τ ∈ H̃) — собственные элементы оператора FA(N), отвечающие

ветви {λ(∞)
j }∞j=1 собственных значений, стремящихся к +∞ (к ветвям соб-

ственных значений {λ(k)
j }∞j=1, стремящихся к βk, k = 1,m), то их проекции

{u(∞)
0n }∞n=1 на H образуют базис Рисса с конечным дефектом в пространстве

HF := D(F 1/2) (замкнутая линейная оболочка проекций û
(k)
1n , k = 1,m, на

Ĥ1 есть подпространство конечной коразмерности в Ĥ1).
При дополнительном условии

ker(FA(N)− βkI) = 0, k = 1,m, (4.6)

система û(k)
1n , k = 1,m, образует базис Рисса в своей замкнутой линейной

оболочке.

Доказательство. Оно проводится так же, как доказательство теоремы 3.2
из [4, с.24-26]. Отметим только, что в возникшей здесь проблеме L(λ)v0 = 0

для операторного пучка L(λ) из (4.4) необходимо предварительно сделать
замену F 1/2A−1/2v0 = ϕ0 и перейти к задаче L0(λ)ϕ0 = 0 для самосопряжён-
ного операторного пучка

L0(λ) := ϕ(λ)− λF−1/2AF−1/2 +
m∑
k=1

(γk − λ)−1Nk = (L0(λ))∗, (4.7)

который по общим свойствам совпадает с пучком (3.2) из [4].

4.1.2 Задача с отсутствием диссипативных интегральных сла-
гаемых. Рассмотрим в гильбертовом пространстве H задачу Коши для
интегро-дифференциального уравнения (2.38), когда C = 0, то есть в слу-
чае, когда интегральные диссипативные слагаемые отсутствуют:

A
du

dt
+ Fu−

t∫
0

e−ρ(t−s)V u(s)ds = f(t), u(0) = u0, (4.8)

0 < A = A∗ ∈ L(H), F = F ∗ � 0,
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V = V ∗ > 0, ρ > 0.

По теореме 2.3.5 эта задача имеет единственное сильное решение u(t),
t ∈ [0, T ] со значениями в пространстве D(A−1/2), если выполнены условия
(2.56):

u0 ∈ D(A−1/2F ), f(t) ∈ C1([0, T ];D(A−1/2)).

Введём новую искомую функцию

v := −
t∫

0

e−ρ(t−s)V 1/2u(s)ds+ v(0),

тогда, учитывая, что u(t) — сильное решение (4.8), получим

dv

dt
= −V 1/2u− ρ(v − v(0)). (4.9)

Вместе с (4.8) уравнение (4.9) приводит к дифференциальному уравнению
первого порядка(

A 0

0 I

)
d

dt

(
u

v

)
+

(
F V 1/2

V 1/2 ρI

)(
u

v

)
=

(
f(t) + V 1/2v(0)

ρv(0)

)
, (4.10)

в гильбертовом пространстве H2 = H⊕H.
Осуществим в (4.10) замену A1/2u =: w и применим оператор

diag(A−1/2; I), будем иметь:

dy

dt
+ F0y = f̃(t), y(0) = (A1/2u0, v(0))τ , (4.11)

где

y(t) = (w(t); v(t))τ ∈ H2, f(t) = (A−1/2f(t) + A−1/2V 1/2v(0); ρv(0))τ ,

F0 :=

(
A−1/2FA−1/2 A−1/2V 1/2

V 1/2A−1/2 ρI

)
.

Будем далее полагать, что области определения операторов
V 1/2A−1/2 и A−1/2FA−1/2 связаны следующим образом

D(A−1/2FA−1/2) ⊂ D(V 1/2A−1/2).

Нетрудно проверить, что

F0 =

(
A−1/2 0

0 I

)(
F V 1/2

V 1/2 ρI

)(
A−1/2 0

0 I

)
.
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Оператор, стоящий в центре, допускает факторизацию с симметричным
окаймлением (см. теорему 2.2.8):(

F V 1/2

V 1/2 ρI

)
=

(
F 1/2 0

0 I

)(
I Q+

Q ρI

)(
F 1/2 0

0 I

)
,

где Q := V 1/2F−1/2, Q+ := F−1/2V 1/2. По лемме 2.3.2 эти операторы облада-
ют следующими свойствами

Q+ = Q∗|D(V 1/2), Q+ = Q∗.

С учётом этих фактов оператор F0 допускает следующую факторизацию:

F0 =

(
A−1/2F 1/2 0

0 I

)(
I Q+

Q ρI

)(
F 1/2A−1/2 0

0 I

)
,

а его замыкание F := F0 представимо в виде

F =

(
A−1/2F 1/2 0

0 I

)(
I Q∗

Q ρI

)(
F 1/2A−1/2 0

0 I

)
. (4.12)

Будем вместо (4.11) рассматривать уравнение с замкнутым оператором
F :

dy

dt
+ Fy = f̃(t), y(0) = (A1/2u0; v(0))τ . (4.13)

Рассмотрим нормальные колебания, отвечающие задаче (4.13):

y(t) = ye−λt, y ∈ H2. (4.14)

Подставляя (4.14) в однородное уравнение (4.13), для определения ампли-
тудных элементов y ∈ H и собственных значений λ ∈ C приходим к спек-
тральной задаче

Fy = λy, y ∈ F . (4.15)

Далее задачу (4.15) будем называть задачей, ассоциированной с исходной
эволюционной задачей (4.8).

Так как оператор F из (4.12) самосопряжён, то спектр задачи (4.15) ве-
щественный. Для более детального исследования свойств решений задачи
(4.15) перепишем её в векторно-матричной форме:(

A−1/2F 1/2 0

0 I

)(
I Q∗

Q ρI

)(
F 1/2A−1/2 0

0 I

)(
w

v

)
= λ

(
w

v

)
, (4.16)
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а затем в виде системы уравнений{
F 1/2A−1/2w +Q∗v = λF−1/2A1/2w,

QF 1/2A−1/2w + ρv = λv.
(4.17)

Заметим, что для оператора, стоящего в центре в (4.12), справедливо нера-
венство (

I Q∗

Q ρI

)(
w

v

)
·

(
w

v

)
> (ρ− ||Q∗Q||) ||v||2.

Отсюда непосредственно следует, что при выполнении условия

ρ > ||Q∗Q||, (4.18)

оператор F , а значит и спектр задачи (4.15), неотрицателен.
Исключая из (4.17) v и осуществляя замену F 1/2A−1/2w =: ϕ, получим

взамен спектральную задачу

L(λ)ϕ := (I − λL+ (λ− ρ)−1M)ϕ = 0, (4.19)

где
0 < L := F−1/2AF−1/2 ∈ S∞(H), kerL = kerA = {0}, (4.20)

M := Q∗Q, ker(Q∗Q) = {0}. (4.21)

Далее будем считать, что Q ∈ S∞(H), и тогда

0 < M = M ∗ ∈ S∞(H). (4.22)

Осуществим в пучке (λ−ρ)L(λ) замену спектрального параметра λ−ρ =:

µ, получим задачу

M(µ)ϕ := (−µ2L− µ(ρL− I) +M)ϕ = 0. (4.23)

Для дальнейшего исследования представим пучокM(µ) в виде

M(µ) := µI −N −B(µ), (4.24)

где N := −M ∈ S∞(H), kerN = {0}, B(µ) := µ(ρL) + µ2L.
Приведём теперь без доказательства (см. [47], а также [37]) некоторые

известные факты, касающиеся исследования оператор-функции вида

M(µ) := µI −N −B(µ), (4.25)
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где N ∈ L(H), а B(µ) — оператор-функция, голоморфная в некотором круге
|µ| < r:

B(µ) :=
∞∑
k=1

Bkµ
k, Bk ∈ L(H), |µ| < r.

Лемма 4.1.3. Пусть для некоторого t ∈ (0, r) выполнено условие

||N ||t−1 +
∞∑
k=1

||Bk||tk−1 < 1. (4.26)

Тогда оператор функция M(µ) из (4.25) допускает спектральную факто-
ризацию вида

M(µ) = W+(µ)(µI − Z), (4.27)

где спектр σ(Z) ⊂ {µ : |µ| < t}, а W+(µ) — голоморфная и голоморфно
обратимая оператор-функция в замкнутом круге {µ : |µ| 6 t}.

Лемма 4.1.4. Если Z из L(H) имеет положительно определённый сим-
метризатор R ∈ L(H), т.е. R = R∗ � 0, то Z подобен самосопряжённому
оператору.

Лемма 4.1.5. Пусть для оператор-функции (4.25) выполнены условия
(4.26) и N = N ∗, Bk = B∗k, k = 1, 2 . . ..

Тогда фактор Z, появляющийся при факторизации (4.27) пучка M(µ),
допускает симметризацию справа оператором

R :=
1

2πi

∮
|µ|=t

M−1(µ)dµ. (4.28)

Лемма 4.1.6. Пусть выполнены условия леммы 4.1.5. Тогда симметриза-
тор R оператора Z из разложения (4.27) является положительно опреде-
лённым в H.

Лемма 4.1.7. Пусть выполнены условия (4.26) и

N ∈ S∞(H), B1 ∈ S∞(H). (4.29)

Тогда симметризатор R для фактора Z из разложения (4.27) имеет
структуру R = I + T , T ∈ S∞(H).
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Лемма 4.1.8. Если выполнены условия (4.26), (4.29), то система собствен-
ных элементов {ϕj}∞j=1, отвечающая собственным значениям оператора
Z, т.е. собственным значениям оператор-функцииM(µ) из промежутка
(−t, t), образует p-базис в H при p =∞.

Теорема 4.1.9. (В.И. Ломоносов)(см. [10, c.8]). Пусть M(µ) — самосопря-
жённая оператор-функция в односвязной и симметрической относитель-
но вещественной оси области Λ, допускающая представление (4.27), где
W+(µ) голоморфна и голоморфно обратима в Λ, а σ(Z) ⊂ Λ. Если Γ ⊂ Λ —
произвольный контур, охватывающий σ(Z), то операторы

R :=
1

2πi

∮
Γ

M−1(µ)dµ,

R−1 :=
1

2πi

∮
Γ

(µI − Z∗)−1M(µ)(µI − Z)−1dµ (4.30)

являются самосопряжёнными и взаимно обратными.

Теорема 4.1.10. (В.А. Гринштейн, Н.Д. Копачевский)(см. [22], а также
[37]). Если выполнены условия (4.26),

N = N ∗ ∈ Sp0, Bk = B∗k ∈ Spk, 0 < pk <∞, k = 1,m,

для пучка M(µ), то система {ϕj}∞j=1 собственных элементов M(µ), от-
вечающая собственным значениям {µ0j}∞j=1 ⊂ (−t, t), образует p-базис в
гильбертовом пространстве H, при p > p̃,

p̃ := [min(p−1
1 , p−1

0 + p−1
2 , 2p−1

0 + p−1
3 , . . . , (m− 1)p−1

0 + p−1
m ,mp−1

0 )]−1.

Теорема 4.1.11. (см. [37]) Пусть для операторного пучка (4.24) выполнены
условия

N = N ∗ ∈ S∞(H), kerN = {0}, B1 ∈ S∞(H),

ν±n (N) = ±a−1/α±
± n1/α±[1 + o(1)], n→∞ (4.31)

α± > 0, a± > 0.

ТогдаM(µ) имеет две ветви собственных значений µ±n (M(µ)), локали-
зованных на положительной и отрицательной полуосях соответственно
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и имеющих предельную точку µ = 0. Асимптотическое поведение этих
ветвей таково:

µ±n (M(µ)) = (ν±n (N))−1[1 + o(1)] (n→∞),

где ν±n (N) — характеристические числа оператора N (с асимптотическим
поведением (4.31)).

Опираясь на факты, изложенные в леммах 4.1.3-4.1.8, сформулируем
утверждение о спектре оператор-функции (4.23).

Теорема 4.1.12. Пусть для операторного пучка (4.23) с коэффициентами
из (4.20), (4.21), (4.22) выполнены условия:

4||L|| · ||M || < (1− ρ||L||)2, ρ||L|| < 1, (4.32)

r± :=
1− ρ||L|| ±

√
(1− ρ||L||)2 − 4||L|| · ||M ||

2||M ||
, 0 < r− < r+ <∞.

Тогда:
1◦ Операторный пучокM(µ) имеет дискретный вещественный спектр

с предельными точками µ = 0, µ =∞.
2◦ Предельной точке µ = 0 отвечает ветвь {µ0n}∞n=1 изолированных ко-

нечнократных собственных значений µ = µ0n, расположенных на отрезке
(−r−, r−) ⊂ R. Соответствующая система собственных элементов (при-
соединённых нет) образует p-базис в HF , при p =∞.

3◦ Предельной точке µ = ∞ отвечает ветвь {µ∞n}∞n=1 изолированных
конечнократных собственных значений µ = µ∞n, расположенных вне про-
межутка (−r+, r+). Соответствующая система собственных элементов
(присоединённых нет) образует p-базис в HF , при p =∞.

Доказательство. Докажем сначала утверждение 2◦. Условия
(4.32) для оператор-функции (4.23) означают, что для M(µ) выполне-
но условие леммы 4.1.3 при t ∈ (r−, r+), достаточное для факторизации
(4.27):

M(µ) ≡ W+(µ)(µI − Z), (4.33)

где W+(µ) = W+(0) + µW ′
+(0) — линейный пучок. Приравнивая коэффици-

енты при степенях µ0 и µ1 в тождестве (4.33), получим

Z = −W−1
+ (0)M ∈ S∞(H), (4.34)
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W+(0) = I − ρL+W ′
+(0)Z =: I − T, T ∈ S∞(H). (4.35)

Отсюда имеем

Z = −(I − T )−1M = −(I + S)M, S = (I − T )−1 − I ∈ S∞(H).

Отметим, что спектральная задача

M(µ)ϕ ≡ W+(µ)(µI − Z)ϕ = 0, |µ| 6 r+,

(в силу обратимости W+(µ)) равносильна задаче

Zϕ = µϕ, Z = −(I + S)M, |µ| 6 r+, σ(Z) ⊂ {µ : −r− < µ < r−}.
(4.36)

Так как M(µ) — самосопряжённый пучок, то по лемме 4.1.5 фактор Z

симметризуется справа оператором R из (4.28):

R =
1

2πi

∮
|µ|=t

M−1(µ)dµ, t ∈ (r−, r+).

Рассматривая задачу (4.36) в круге |µ| < t, осуществим в ней замену

ϕ = R1/2ψ, ψ ∈ H, (4.37)

и подействуем на обе части (4.36) оператором R−1/2. Возникает задача

Kψ := R−1/2(ZR)R−1/2ψ = µψ, µ ∈ (−r−, r−). (4.38)

Поскольку здесь оператор ZR самосопряжён и компактен, а его ядро ну-
левое, то (4.38) есть задача на собственные значения для полного самосо-
пряжённого оператора K. Поэтому, согласно теореме Гильберта-Шмидта,
она имеет счётное множество конечнократных собственных значений µ0j с
единственной предельной точкой µ = 0

µ0j = µj(K) = µj(Z), µj → 0 (j →∞),

и полную ортонормированную систему собственных векторов
(ψj, ψk) = δjk, где δjk — символ Кронекера.

Поэтому в задаче (4.36) в силу замены (4.37) имеем

σ(Z) = {0} ∪ {µ0j}∞j=1, ϕ = ϕj = R1/2ψj, j = 1, 2, . . . , (4.39)
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где {ψj}∞j=1 — ортонормированный базис оператора K.
Так как операторы L и M из (4.23) компактны, то выполне-

ны условия лемм 4.1.7 и 4.1.8, а значит система собственных эле-
ментов {ϕj}∞j=1, отвечающая собственным значениям оператора Z,
т.е. собственным значениям оператор-функции (4.23) из промежутка
(−r−, r−), образует p-базис в H при p = ∞. Отсюда (с учётом замен) сле-
дует, что система собственных элементов {uj}∞j=1 исходной задачи образует
p-базис в пространстве HF := D(F 1/2). На этом доказательство пункта 2◦

полностью завершено.
Доказательство утверждения 3◦ о ветви собственных значений с предель-

ной точкой µ = ∞ и соответствующей системе собственных элементов про-
водится в точности по схеме доказательства пункта 2◦, только для пучка

M̃(ω) := ω2M − ω(ρL− I)− L, (4.40)

который получается из пучка (4.23) после замены ω = µ−1 и умножения на
ω2.

Здесь следует учесть, что для факторизационной окружности

|ω| = t̃ ∈ (r̃−, r̃+),

r̃± = 1/r∓ = (1− ρ||L|| ±
√

(1− ρ||L||)2 − 4||L|| · ||M ||)/(2||L||).
(4.41)

Опираясь на доказательство пункта 2◦, получим для M̃(ω) следующий
результат.

Задача M̃(ω)ξ = 0 имеет счётное множество конечнократных изолиро-
ванных собственных значений {ωn}∞n=1, ωn → 0 (n → ∞), расположен-
ных на отрезке (−r̃−, r̃−), и отвечающую им систему собственных элементов
{ξn}∞n=1 ⊂ H, которая образует p-базис в H, при p =∞.

Вспоминая, что ω = µ−1, учитывая (4.41) и возвращаясь к пучкуM(µ),
получим

µ∞n = ω−1
n →∞, (n→∞), |µ| > r+.

Системы собственных элементов для пучковM(µ) и M̃(ω) совпадают, зна-
чит система собственных элементов {un}∞n=1 исходной задачи образует базис
Рисса в пространстве HF := D(F 1/2).
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Этим завершается доказательство теоремы, так как утверждение 1◦ сле-
дует из утверждений 2◦ и 3◦.

На основе теорем 4.1.9, 4.1.10 сформулируем теперь для пучка (4.23) сле-
дующий результат.

Теорема 4.1.13. Пусть выполнены условия (4.32),

M = M ∗ ∈ S∞, L = L∗ ∈ SpL. (4.42)

Тогда система {ϕj}∞j=1 собственных элементов M(µ), отвечающая соб-
ственным значениям {µ0j}∞j=1 ⊂ (−t, t), образует p-базис в гильбертовом
пространстве HF , при p > pL.

Доказательство. Оно проводится по схеме доказательства теоремы 4.1.10
и потому здесь не приводится.

Замечание 4.1.14. Легко заметить, что при выполнении условий (4.32) и
(4.42) теорема 4.1.13 справедлива и для пучка M̃(ω) из (4.40), то есть систе-
ма собственных векторов, отвечающая собственным значениям {ωn}∞n=1 ⊂
(−r̃−, r̃−) задачи M̃(ω)ϕ = 0, образует в HF p-базис при p > pL. Отсюда
и из доказательства пункта 3◦ теоремы 4.1.12 непосредственно следует, что
система собственных векторов, отвечающая собственным значениям {µn}∞n=1

задачи M(µ)ϕ = 0, расположенным вне промежутка (−r+, r+), образует в
HF p-базис при p > pL.

Воспользуемся тем фактом, что теорема 4.1.11 справедлива для пучков
M(µ), M̃(ω) из (4.24), (4.40) соответственно, и приведём без доказательства
следующий результат.

Теорема 4.1.15. Пусть для операторного пучкаM(µ) из (4.23) с коэффи-
циентами (4.20), (4.21), (4.22) для характеристических чисел операторов
M и L выполнены условия

νn(M) = a−1/αn1/α[1 + o(1)], α > 0, a > 0, n→∞, (4.43)

νn(L) = b−1/βn1/β[1 + o(1)], β > 0, b > 0, n→∞. (4.44)

Тогда:
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1◦ Пучок M(µ) имеет ветвь положительных собственных значений
{µ∞n(M(µ))}∞n=1, имеющую предельную точку +∞, причём

µ∞n(M(µ)) = νn(L)[1 + o(1)], (n→∞).

2◦ M(µ) имеет также ветвь отрицательных собственных значений
{µ0n(M(µ))}∞n=1 с предельной точкой в нуле, причём

µ0n(M(µ)) = −(νn(M))−1[1 + o(1)], (n→∞).

Стоит отметить, что в случае, когда условие (4.26), достаточное для фак-
торизации, не выполняется, дляM(µ) справедлив некоторый более слабый
результат.

Теорема 4.1.16. Пусть дляM(µ) выполнено условие

ρ||L|| < 1, (4.45)

тогда для любого ε > 0 собственные векторыM(µ), отвечающие собствен-
ным значениям из промежутка (0, ε), образуют базис Рисса в некотором
пространстве с конечным дефектом (зависящим от выбора ε).

Доказательство. Доказательство основано на применении результатов
следствия 33.7, приведенного в ([47, c.209]).

Вернёмся теперь к исходной спектральной задаче (4.15), которая равно-
сильна задаче для пучка L(λ) из (4.19). Учитывая, что λ = µ+ ρ, из теорем
4.1.12, 4.1.13, 4.1.15 и 4.1.16 непосредственно следуют такие заключительные
результаты.

Теорема 4.1.17. Пусть для L(λ) выполнено условие

ρ||L|| < 1, (4.46)

тогда для любого ε > 0 собственные векторы L(λ), отвечающие собствен-
ным значениям из промежутка (ρ, ρ+ ε), образуют базис Рисса в некото-
ром пространстве с конечным дефектом (зависящим от выбора ε).

Теорема 4.1.18. Пусть для пучка (4.19)

L(λ) := I − λL+ (λ− ρ)−1M
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выполнены следующие условия

L = L∗ ∈ S∞(H), kerL = {0}, M = M ∗ ∈ S∞(H), kerM = {0},

4||L|| · ||M || < (1− ρ||L||)2, ρ||L|| < 1,

r± :=
1− ρ||L|| ±

√
(1− ρ||L||)2 − 4||L|| · ||M ||

2||M ||
, 0 < r− < r+ <∞.

Пусть характеристические числа операторов L и M имеют асимптоти-
ки:

νn(M) = a−1/αn1/α[1 + o(1)], α > 0, a > 0, n→∞, (4.47)

νn(L) = b−1/βn1/β[1 + o(1)], β > 0, b > 0, n→∞. (4.48)

Тогда:
1◦ Операторный пучок L(λ) имеет дискретный положительный спектр

с предельными точками λ = ρ, λ = +∞.
2◦ Предельной точке λ = ρ отвечает ветвь вещественных собствен-

ных значений {λρn(L(λ))}∞n=1, расположенных на отрезке (ρ− r−, ρ) ⊂ R, с
предельной точкой ρ, причём

λρn(L(λ)) = ρ− (νn(M))−1[1 + o(1)] (n→∞).

Если дополнительно выполнено условие ρ > ||M ||, то эта ветвь состоит
лишь из неотрицательных собственных значений.

Соответствующая система собственных элементов (присоединённых
нет) образует p-базис в HF , при p = ∞. Если дополнительно выполнено
условие

L = L∗ ∈ SpL, (4.49)

то эта система образует p-базис в HF , при p > pL.
3◦ Предельной точке λ = +∞ отвечает ветвь положительных соб-

ственных значений {λ∞n(L(λ))}∞n=1, расположенных на промежутке (ρ +

r+,+∞) и имеющих предельную точку +∞, причём

λ∞n(L(λ)) = ρ+ (νn(L))[1 + o(1)] (n→∞).

Соответствующая система собственных элементов (присоединённых
нет) образует p-базис в HF , при p = ∞. Если дополнительно выполнено
условие (4.49), то указанная система образует p-базис вHF при p > pL.
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Замечание 4.1.19. Отметим, что при выполнении условия ρ > ||M || (оно
же (4.18)) все собственные значения задачи (4.15) неотрицательные. Если
же справедливо противоположное неравенство ρ < ||Q∗Q||, то спектр задачи
(4.15) может содержать конечное число отрицательных собственных значе-
ний. Таким образом, неравенство ρ > ||Q∗Q|| является достаточным услови-
ем асимптотической устойчивости для задачи (4.15), а условие ρ < ||Q∗Q||,
в свою очередь, является необходимым условием неустойчивости.

4.1.3 Спектральные задачи с диссипацией и подкачкой энергии
В пункте 2.3.1 исследована задача Коши (2.38), которая после ряда пре-
образований была приведена сначала к задаче (2.51), а затем и к (2.52) в
пространстве H3. При этом оператор A = diag(A; I; I), а свойства операто-
ра F описаны в теореме 2.3.3. В частности, для F выполнено неравенство
равномерной аккретивности вида (2.54), а действие F задаётся формулой
(2.50).

Рассмотрим теперь задачу о нормальных колебаниях, ассоциированную
с задачей Коши (2.52). Учитывая представление (2.48) для оператора F , её
можно переписать в видеA
−1/2F 1/2 0 0

0 I 0

0 0 I


I+αF

−1/2AF−1/2 −Q∗V Q∗C

−QV (α+ρ)I 0

QC 0 −(α+γ)I


F

1/2A−1/2 0 0

0 I 0

0 0 I


uAw
v

=

= λ

 I 0 0

0 I 0

0 0 −I


 uA

w

v

 , uA := A1/2u,

(4.50)
где операторы QC , QV определены формулами (2.46), (2.47) и для них спра-
ведливы утверждения леммы 2.3.2.

Вводя ещё операторные блоки

ÎV :=

(
I + αF−1/2AF−1/2 −Q∗V

−QV (α + ρ)I

)
, Q̂C := (QC ; 0), Q̂∗C := (Q∗C ; 0)τ ,

(4.51)
Î := diag(I; I), Ŷ := diag (A−1/2F 1/2; I), Ŷ ∗ := diag(F 1/2A−1/2; 0), (4.52)
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а также обозначение û := (uA;w)τ , перепишем (4.50) в блочном виде(
Ŷ 0

0 I

)(
ÎV Q̂∗C

Q̂C −(α + γ)I

)(
Ŷ ∗ 0

0 I

)(
û

v

)
=λ

(
Î 0

0 −I

)(
û

v

)
,

или более коротко

F̃z := Ỹ ĨV Ỹ
∗z = λJ z, z ∈ D(F̃), z := (û; v)τ , (4.53)

при очевидном смысле обозначений для операторных матриц.
Здесь снова, как и в (2.32), возникла задача на собственные значения для

неограниченного J -самосопряжённого оператора J F̃ .
Поэтому для (4.53), как и для задачи (2.32), спектр оператора JF сим-

метричен относительно вещественной оси и расположен в полуплоскости
Reλ > c > 0, где — постоянная из неравенства равномерной аккретивности
для оператора J F̃ .

Однако, без учёта свойств компактности коэффициентов матричного опе-
ратора J F̃ , получить другие утверждения о свойствах спектра (такие как,
например, 2.2.10, 2.2.11, 2.2.13) методами, использованными при исследова-
нии (2.32), для задачи (4.53) не удаётся.

Перепишем теперь (4.50) в виде системы, вспоминая, что uA :=A1/2u,
(F + αI)u− F 1/2Q∗Vw + F 1/2Q∗Cv = λA1/2u,

−QVF
1/2u+ (α + ρ)w = λw,

QCF
1/2u− (α + γ)v = −λv.

Исключая v и w, получим вместо (4.53) спектральную задачу для само-
сопряжённого операторного пучка L(µ)

L(µ)u :=
(
I − µF−1/2AF−1/2 − (ρ− µ)−1Q∗VQV +

+(γ − µ)−1Q∗CQC

)
u = 0,

(4.54)

где µ := λ− α.
Нужно отметить, что аналогичным образом может быть получена спек-

тральная задача, ассоциированная с задачей Коши (2.57):

L(µ)u :=

(
I − µF−1/2AF−1/2 −

m∑
k=1

(ρk − µ)−1Q∗VkQVk+

+
n∑
j=1

(γj − µ)−1Q∗CjQCj

)
u = 0, µ := λ− α,

(4.55)
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где операторы QCj , QVk , j = 1, n, k = 1,m, заданы, как показано в (2.46),
(2.47), по формулам QCj = C

1/2
j F−1/2, j = 1, n, QVk = V

1/2
k F−1/2, k = 1,m.

Исследование свойств решений задач вида (4.54), (4.55) может быть про-
ведено методами, изложенными в [47].

4.2 Спектральная проблема, ассоциированная с зада-

чей о малых движениях диссипативной системы.

Далее в этой главе изучаются некоторые спектральные задачи, ассоцииро-
ванные с интегро-дифференциальными уравнениями второго порядка.

4.2.1 Введение. Рассматривается спектральная проблема, ассоцииро-
ванная с задачей Коши

A
d2u

dt2
+ F

du

dt
+Bu = f(t), u(0) = u0, u′(0) = u1, (4.56)

для дифференциального уравнения в гильбертовом пространстве H. Как
следует из предыдущего, это уравнение описывает малые движения дисси-
пативной динамической системы в окрестности состояния равновесия. Здесь
функция u = u(t) — это перемещения динамической системы, 0 < A ∈ L(H)

— оператор кинетической энергии системы, B = B∗ � 0 — оператор потен-
циальной энергии, F = F ∗ � 0 — оператор диссипации. Движения системы
являются свободными, если поле внешних сил f(t) ≡ 0.

С учётом замечания 2.2.1 дадим определение сильного решения задачи
(4.56) со значениями в пространстве E1/2 = D(A−1/2).

Определение 4.2.1. Назовем сильным решением задачи (4.56) на отрезке
[0, T ] такую функцию u(t) со значениями в E1/2 = D(A−1/2), для которой
выполнены следующие свойства:

1◦. u(t) ∈ C([0, T ];D(A−1/2B));
2◦. u′(t) ∈ C([0, T ];D(B1/2)) ∩ C([0, T ];D(A−1/2F ));
3◦. Au′′(t) ∈ C([0, T ];D(A−1/2));
4◦. все слагаемые в уравнении (4.56) непрерывны по t и принадлежат

пространству C([0, T ];D(A−1/2));
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5◦. при любом t ∈ [0, T ] выполнено уравнение (4.56);
6◦. выполнены начальные условия u(0) = u0, u′(0) = u1.

Необходимыми условиями существования сильного решения задачи (4.56)
являются, очевидно, условия

u0 ∈ D(A−1/2B), u1 ∈ D(B1/2) ∩ D(A−1/2F ), f(t) ∈ C([0, T ];D(A−1/2)).

Повторяя выкладки параграфа 4.1.3, осуществим переход от этой задачи
к задаче Коши для системы двух дифференциальных уравнений первого
порядка. Именно, вводя в (4.56) заменуA1/2u =: v и применяя слева оператор
A−1/2 (это можно сделать для сильного решения), приходим к задаче:

d2v

dt2
+ A−1/2FA−1/2dv

dt
+ A−1/2BA−1/2v = A−1/2f(t),

v(0) = A1/2u0, v′(0) = A1/2u1.

Здесь все слагаемые в уравнении являются элементами из C([0, T ];H).
Введём далее новую искомую функцию:

−iB1/2A−1/2v(t) =:
dw

dt
, w(0) = 0.

В силу свойства 2◦ из определения 4.2.1 получаем, что d2w/dt2 ∈ C([0, T ];H)

и потому

d2w

dt2
+ iB1/2A−1/2dv

dt
= 0, w′(0) = −iB1/2A−1/2v(0) = −iB1/2u0.

Отсюда приходим к выводу, что задача (4.56) равносильна задаче Коши
для дифференциального уравнения первого порядка

dz

dt
+ Fz = f̃0(t), (4.57)

z(0) = z0 := (A1/2u1;−iB1/2u0)τ ,

z(t) := (v′(t);w′(t))τ ∈ H̃ := H⊕H,

f̃0(t) := (A−1/2f(t); 0)τ ,

F :=

(
A−1/2FA−1/2 iA−1/2B1/2

iB1/2A−1/2 0

)
,

D(F) :=
(
D(A−1/2FA−1/2) ∩ D(B1/2A−1/2)

)
⊕D(A−1/2B1/2),
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4.2.2 Постановка спектральной проблемы. Рассмотрим тот част-
ный случай, когда операторы кинетической энергии A и диссипации F яв-
ляются степенными функциями от оператора потенциальной энергии B

A := B−α, F := 2ρBβ, α > 0, ρ, β > 0. (4.58)

При этом считаем, что 0 < B−1 ∈ S∞(H); тогда собственные элементы
оператора B образуют ортонормированный базис в H, а все собственные
значения положительны и имеют предельную точку +∞.

Это позволяет подробно изучить случаи малой, большой и средней ин-
тенсивности диссипации энергии системы и промежуточные между ними ва-
рианты, а также проследить, как видоизменяется (перестраивается) спектр
этой задачи при возрастании ρ и различных α и β.

Рассмотрим задачу о нормальных колебаниях, отвечающую в задаче
(4.57) свободным движениям динамической системы:

f(t) ≡ 0, z(t) = e−λtz, z ∈ D(F), λ ∈ C.

Тогда для амплитудных элементов z возникает спектральная задача

Fz = λz, z ∈ D(F), λ ∈ C, (4.59)

где оператор F в условиях (4.58) имеет вид

F :=

(
2ρBα+β iB

α+1
2

iB
α+1
2 0

)
, (4.60)

D(F) :=
(
D(Bα+β) ∩ D(B

α+1
2 )
)
⊕D(B

α+1
2 ).

Необходимо отметить, что аналогичная спектральная задача для случая,
когда оператор кинетической энергии системы A = I, была рассмотрена в
монографии [3], и данное исследование проводилось на её основе.

Отметим предварительно, что при ρ = 0 (т.е. для консервативной си-
стемы) оператор задачи (4.59)-(4.60) является кососамосопряженным на
D(B

α+1
2 )⊕D(B

α+1
2 ), и эта задача имеет решения

λ±k = ±iλ
α+1
2

k (B), z̃±k =
1√
2

(±uk(B);uk(B))τ , k = 1, 2 . . . , (4.61)
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где {λk(B)}∞k=1 — положительные собственные значения оператора B, а
{uk(B)}∞k=1 — соответствующая им система собственных элементов, обра-
зующих ортонормированный базис в H. При этом собственные элементы
{z̃+

k }∞k=1 ∪ {z̃−k }∞k=1 образуют ортонормированный базис в пространстве H2.

4.2.3 Первый случай: слабо демпфированная динамическая си-
стема Будем сначала считать, что

ρ > 0, 0 < α < 1, 0 6 β <
1− α

2
. (4.62)

Тогда

F =

(
2ρBα+β iB

α+1
2

iB
α+1
2 0

)
=

(
I −2ρiBβ+α−1

2

0 I

)(
0 iB

α+1
2

iB
α+1
2 0

)
,

D(F) = D(B
α+1
2 )⊕D(B

α+1
2 ),

и так как при условиях (4.62) оператор Bβ+α−1
2 ∈ S∞(H), то проблема сво-

дится к спектральной задаче для слабовозмущенного самосопряженного опе-
ратора. Собственные значения этой задачи таковы:

λ±k =

 λα+β
k (B)[ρ±

√
ρ2 − λ1−α−2β

k (B)], ρ2 > λ1−α−2β
k (B);

λα+β
k (B)[ρ± i

√
λ1−α−2β
k (B)− ρ2], ρ2 < λ1−α−2β

k (B).
k = 1, 2 . . .

(4.63)
Если, в частности, ρ2 < λ1−α−2β

1 (B), то все собственные значения λ±k невеще-
ственны и расположены на пересечении окружностей

|Reλk|2 + |Imλk|2 = r2
k, rk := λ

α+1
2

k (B), k = 1, 2, . . . , (4.64)

и кривых

|Imλk|2 = (Reλk/ρ)
α+1
α+β − (Reλk)2, Reλ > ρ

1+α
1−α−2β . (4.65)

В этом случае собственные элементы имеют вид

z+
k =

1√
2

(
uk(B)

iεkuk(B)

)
, z−k =

1√
2

(
−iεkuk(B)

uk(B)

)
, (4.66)

εk := ρλ
2β+α−1

2

k (B)− i
√

1− ρ2λ2β+α−1
k (B), |εk| = 1, k = 1, 2, . . . . (4.67)
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Они обладают следующими свойствами

(z±k , z
±
l )H2 = δkl, (z+

k , z
−
l )H2 = iRe εl δkl, k, l = 1, 2, . . . ,

и потому уже не образуют ортогональную систему элементов в H2. Заметим
еще, что по отношению к индефинитному скалярному произведению с опера-
тором J = diag(I;−I) = J ∗ = J −1 оператор F является J -симметричным,
а все собственные элементы (4.59)-(4.60) являются J -нейтральными:

(J z±k , z
±
k )H2 =

[
z±k , z

±
k

]
= 0, k = 1, 2, . . . .

Отметим еще одно важное обстоятельство: собственные элементы z±k вы-
ражаются через собственные элементы z̃±k , т.е. через элементы (4.61) орто-
нормированного базиса в H2, посредством следующих формул:

z±k = K±z̃±k , K+ := diag(I; iK), K− := diag(iK; I), (4.68)

K := ρB
2β+α−1

2 − i(I − ρ2B2β+α−1)1/2, ||K|| = 1. (4.69)

В самом деле, для u = uk(B) имеем

iKuk(B) = i(ρλ
2β+α−1

2

k (B)− i
√

1− ρ2λ2β+α−1
k (B))uk(B) = iεkuk(B).

Лемма 4.2.2. Если выполнено условие

ρ2 < λ1−α−2β
1 (B), (4.70)

то собственные элементы (4.113) задачи (4.59)-(4.60), (4.62) образуют ба-
зис Рисса в пространстве H2.

Доказательство. Убедимся сначала, что эти элементы образуют полную
систему в H2. Пусть z0 = (z01; z02)

τ ∈ H2 ортогонален всем элементам систе-
мы (4.59)-(4.60),(4.62). Тогда выполнены условия

(z+
k , z0)H2 = 0, (z−k , z0)H2 = 0, k = 1, 2, . . . ,

т.е. имеют место соотношения

(uk(B), z01)H + iεk(uk(B), z02)H = 0,

−iεk(uk(B), z01)H + (uk(B), z02)H = 0, k = 1, 2, . . . .
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Так как |εk| = 1, то ε−1
k = 1/εk, и вторая совокупность уравнений дает

(uk(B), z01)H + iεk(uk(B), z02)H = 0, k = 1, 2, . . . .

Отсюда и из первых соотношений получаем

Im εk(uk(B), z02)H = 0, k = 1, 2, . . . ,

и поскольку Imεk 6= 0 при любом k (см. (4.67)), то в силу ортогональ-
ной базисности системы {uk(B)}∞k=1 в H, получаем, что z02 = 0. Но тогда
(uk(B), z01)H = 0 (при любом k), что и дает свойство z01 = 0. Таким образом
система элементов

{z+
k }
∞
k=1 ∪ {z−k }

∞
k=1, k = 1, 2, . . . , (4.71)

полна в пространстве H2.
Воспользуемся теперь тем фактом, что в представлении (4.69) оператор

K ограниченно обратим и

K∗ = K−1 = ρB
2β+α−1

2 + i(I − ρ2B2β+α−1)1/2,

т.е. K — унитарный оператор, действующий в пространстве H. Отсюда сле-
дует, что операторы K± из (4.68) имеют ограниченные обратные операторы:

(K+)−1 = diag(I;−iK∗), (K−)−1 = diag(−iK∗; I).

Таким образом, элементы z+
k получаются применением ограниченного и

ограниченно обратимого оператора K+ к элементам ортонормированного ба-
зиса z̃+

k из (4.61), а элементы z−k — применением ограниченного и ограни-
ченно обратимого оператора K− к элементам z̃−k . Отсюда следует, что сово-
купность собственных элементов (4.71) задачи (4.59)-(4.60) при выполнении
условия (4.70) образует базис Рисса в пространстве H2.

Замечание 4.2.3. Если для заданного m ∈ N выполнены условия

λ1−α−2β
m (B) < ρ2 < λ1−α−2β

m+1 (B), (4.72)

то задача имеет ровно m пар вещественных положительных собственных
значений λ±j с номерами j = 1,m, а отвечающие этим значениям собственные
элементы образуют равномерно дефинитные инвариантные подпространства

L+
1 := sp{y+

j }mj=1, L−1 := sp{y−j }mj=1, j = 1,m.



107

Доказательство. Собственные значения задачи при условиях (4.72) нахо-
дятся по формулам

λ±j = λα+β
j (B)(ρ±

√
ρ2 − λ1−α−2β

j (B)), j = 1,m. (4.73)

Этим номерам j = 1,m отвечают J -положительные (для λ+
j ) и соответствен-

но J -отрицательные (для λ−j ) собственные элементы

y+
j = (uj(B); iε̃juj(B))τ , y−j = (−iε̃juj(B);uj(B))τ , j = 1,m,

ε̃ := ρλ
2β+α−1

2

j (B)−
√
ρ2λ2β+α−1

j (B)− 1 > 0.

Действительно,

[y+
j , y

+
j ] = (J y+

j , y
+
j )H2 = ||uj(B)||2 − |ε̃j|2||uj(B)||2 = 1− |εj|2 =

= 2
√
ρ2λ2β+α−1

j (B)− 1
(
ρλ

2β+α−1
2

j (B) −
√
ρ2λ2β+α−1

j (B)− 1

)
= (4.74)

= 2ε̃j

√
λ2β+α−1
j (B)ρ2 − 1 =: c2 > 0, j = 1,m,

[y−j , y
−
j ] = (Jy−j , y

−
j )H2 = |εj|2 − 1 < 0, j = 1,m.

Так как подпространства, натянутые на собственные элементы y+
j , являются

J -ортогональными для несовпадающих между собой собственных значений
λ+
j , то, разлагая любой элемент из L+

1 по J -ортогональному базису {y+
j }mj=1

и используя неравенства (4.74), приходим к выводу, что

[z, z] > c2||z||2H2, c2 > 0, ∀z ∈ L+
1 ,

то есть L+
1 — равномерно положительное подпространство. Аналогично мож-

но доказать, что L−1 — равномерно отрицательное подпространство, поэтому
L±1 — равномерно дефинитны.

Лемма 4.2.4. При условии (4.72) пространство H2 допускает разложение

H2 = L+ u L−,

где
L+ := L+

1 u L+
0 , L+

0 := sp{y+
k : Imλ+

k > 0, k = m+ 1, . . .},

— неотрицательное подпространство, а

L− := L−1 u L−0 , L−0 := sp{y−k : Imλ−k > 0, k = m+ 1, . . .},

— соответствующее неположительное подпространство.
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Доказательство. Будем сначала считать, что выполнено условие (4.70).
Тогда, так как в H имеется ортонормированный базис {uk(B)}∞k=1, то любой
элемент z = (z1; z2)

τ ∈ H2 можно представить в виде

z =

( ∞∑
k=1

a1kuk(B);
∞∑
k=1

a2kuk(B)

)τ

,

a1k = (z1, uk(B))H, a2k(z2, uk(B))H.

Тогда соотношение z = z+ + z−, z± ∈ L± приводит к равенству(
z1

z2

)
=

∞∑
k=1

c+
k

(
uk(B)

iεkuk(B)

)
+
∞∑
k=1

c−k

(
−iεkuk(B)

uk(B)

)
=


∞∑
k=1

a1kuk(B)

∞∑
k=1

a2kuk(B)


(4.75)

откуда получаем, что должны выполняться условия

c+
k − iεkc

−
k = a1k, iεkc

+
k + c−k = a2k.

Отсюда имеем

c+
k =

a1k + iεka2k

1− ε2
k

, c−k =
a2k − iεka1k

1− ε2
k

, k = 1, 2, . . . .

Так как здесь

1− ε2
k = 1−

(
ρλ

2β+α−1
2

k (B)− i
√

1− ρ2λ2β+α−1
k (B)

)2

∼

∼ 2 + 2iρλ
2β+α−1

2

k (B)

√
1− ρ2λ2β+α−1

k (B)− 2ρ2λ2β+α−1
k (B)→ 2 (k →∞),

то ряды в средней части (4.75) сходятся, и утверждение при (4.70) доказа-
но. Если вместо этого условия выполнено условие (4.72), то все те же рас-
суждения можно провести в подпространстве L+

0 u L−0 пространства H2 с
коразмерностью 2m, а в конечномерном (2m-мерном) дополнении L+

1 u L−1
утверждение очевидно.

Подведем итоги рассмотрения спектральной задачи (4.59)-(4.60) в усло-
виях (4.62). Эта задача имеет дискретный спектр (4.63) с предельной точкой
λ = ∞, все собственные значения (за исключением, быть может, конечного
числа положительных собственных значений) невещественны и расположе-
ны на пересечении окружностей (4.64) и кривых (4.65). Собственные элемен-
ты задачи образуют базис Рисса и J -ортогональный базис в H2. Отметим,



109

наконец, что при возрастании ρ количество вещественных (положительных)
собственных значений увеличивается.

4.2.4 Второй случай: пограничный вариант Будем теперь считать,
что

β =
1− α

2
, 0 < α < 1, ρ > 0.

Здесь операторная матрица из (4.60) имеет факторизацию

F =

(
2ρB

α+1
2 iB

α+1
2

iB
α+1
2 0

)
=

(
I −2ρiI

0 I

)(
0 iB

α+1
2

iB
α+1
2 0

)
,

D(F) = D(B
α+1
2 )⊕D(B

α+1
2 ),

и уже не является слабым возмущением оператора

iB := i

(
0 B

α+1
2

B
α+1
2 0

)
.

Поэтому свойство локализации спектра в окрестности мнимой оси, которое
имело место в п.4.2.3, здесь не выполнено. Собственные значения оператора
задачи таковы

λ±k =

{
λ
α+1
2

k (B)[ρ±
√
ρ2 − 1], ρ > 1;

λ
α+1
2

k (B)[ρ± i
√

1− ρ2], 0 < ρ < 1.
k = 1, 2 . . . (4.76)

Соответственно, собственные элементы, отвечающие невещественным соб-
ственным значениям, имеют вид

z+
k = (uk(B); iεuk(B))τ , z−k = (−iεuk(B);uk(B))τ , ε := ρ− i

√
1− ρ2,

а собственные элементы, отвечающие вещественным собственным значени-
ям, таковы:

z+
k = (uk(B); iε̃uk(B))τ , z−k = (−iε̃uk(B);uk(B))τ , ε̃ := ρ−

√
ρ2 − 1 > 0.

Отметим, что спектр задачи дискретный с предельной точкой ∞, если вы-
полнено условие 0 < ρ < 1. В этом случае все собственные значения невеще-
ственны, и расположены на пересечении окружностей (4.64) и прямых

Imλ = ±
√

1− ρ2

ρ
Reλ, Reλ > 0.
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При выполнении условия 0 < ρ < 1 собственные элементы образуют базис
Рисса в пространстве H2, при этом

z+
k = diag(I; iεI)z̃+

k , z−k = diag(iεI; I)z̃−k ,

где z̃±k , k = 1, 2, . . . — ортонормированный базис из (4.61).
Если выполнено условие ρ > 1, то собственные значения вещественны,

положительны и образуют две ветви (см. первую формулу (4.76)), причем
каждая из ветвей имеет предельную точку +∞. При этом собственные эле-
менты {z+

j }∞j=1, отвечающие собственным значениям {λ+
j }∞j=1, являются J -

положительными:

[z+
j , z

+
j ] = 1− ε̃2 = 2ε̃

√
ρ2 − 1 > 0.

Соответственно, собственные элементы {z−j }∞j=1, отвечающие собственным
значениям {λ−j }∞j=1, являются J -отрицательными:

[z−j , z
−
j ] = ε̃2 − 1 < 0.

Учитывая тот факт, что собственные значения J -самосопряженного опе-
ратора, отвечающие несовпадающим собственным значениям, являются J -
ортогональными, то есть

[z±j , z
∓
i ] = 0, i, j = 1, 2, . . . ,

а также то, что {z+
j }∞j=1 ∪{z−j }∞j=1 образуют (как и в п.4.2.3, см. лемму 4.2.2)

полную систему в H2, приходим к выводу, что собственные элементы задачи
образуют J -ортогональный базис в пространстве H2. При этом

H2 = L+[+]L−, L± := sp{z±j }∞j=1.

4.2.5 Третий случай: средне демпфированная динамическая си-
стема Рассмотрим теперь вариант, когда ρ > 0, а параметры α и β удо-
влетворяют одному из условий

0 < α < 1, 0 <
1− α

2
< β < 1, (4.77)

или
α > 1, 0 6 β < 1. (4.78)
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Тогда имеет место факторизация

F=

(
2ρBα+β iB

α+1
2

iB
α+1
2 0

)
=

(
I 0

i 1
2ρB

1−α
2 −β I

)(
2ρBα+β 0

0 1
2ρB

1−β

)(
I i 1

2ρB
1−α
2 −β

0 I

)
,

D(F) = D(Bα+β)⊕D(B
α+1
2 ),

гдеB
1−α
2 −β — компактный положительный оператор, аBα+β иB1−β — неогра-

ниченные положительно определенные операторы с компактными положи-
тельными обратными. Собственные значения этой задачи имеют вид

λ±k =

 λα+β
k (B)[ρ±

√
ρ2 − λ1−α−2β

k (B)], ρ2 > λ1−α−2β
k (B);

λα+β
k (B)[ρ± i

√
λ1−α−2β
k (B)− ρ2], ρ2 < λ1−α−2β

k (B).
k = 1, 2 . . .

(4.79)
Так как λ1−α−2β

k (B)→ 0 при k → +∞, то невещественных собственных зна-
чений может быть не более конечного числа. Остальные собственные значе-
ния разбиваются на две ветви:

λ+
k = λα+β

k (B)[ρ+

√
ρ2 − λ1−α−2β

k (B)] = 2ρλα+β
k (B)[1 + o(1)] (k → +∞),

(4.80)

λ−k = λα+β
k (B)[ρ−

√
ρ2 − λ1−α−2β

k (B)] =
1

2ρ
λ1−β
k (B)[1 + o(1)] (k → +∞).

(4.81)
Отсюда получаем, что

λ±k → +∞ (k → +∞)

Соответствующие собственные элементы, отвечающие вещественным соб-
ственным значениям, таковы:

z+
j = (uj(B); iε̃juj(B))τ , z−j = (−iε̃juj(B);uj(B))τ ,

ε̃j :=λ
2β+α−1

2

j (B)(ρ−
√
ρ2 − λ1−α−2β

j (B))=
1

2ρ
λ

2β+α−1
2

j (B)[1+o(1)]→ 0 (j→+∞).

(4.82)
Нетрудно видеть также, что

z±j = K±z̃±j , K+ := diag(I; iK), K− := diag(iK; I),

K := B
2β+α−1

2 (ρI − (ρ2I −B1−α−2β)1/2) = B
1−α−2β

2 (ρI + (ρ2I −B1−α−2β)1/2)−1,
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K−1 := B
2β+α−1

2 (ρI+ (ρ2I−B1−α−2β)1/2) = B
1−α−2β

2 (ρI− (ρ2I−B1−α−2β)1/2)−1.

Собственные элементы {z+
j }∞j=1, отвечающие собственным значениям

{λ+
j }∞j=1, J -положительны:

[z+
j , z

+
j ] = (J z+

j , z
+
j )H2 = 1− ε̃2

j =
2
√
ρ2λ2β+α−1

j (B)− 1

ρλ
2β+α−1

2

j (B) +
√
ρ2λ2β+α−1

j (B)− 1
> 0,

причем в силу (4.82) [z+
j , z

+
j ] → 1 (j → +∞). Соответственно собствен-

ные элементы {z−j }∞j=1, отвечающие собственным значениям {λ−j }∞j=1, J -
отрицательны:

[z−j , z
−
j ] = ε̃2

j − 1 < 0, [z−j , z
−
j ]→ −1, (j → +∞)

Отметим ещё, что при условии ρ2 > λ1−α−2β
1 (B) все собственные значения за-

дачи вещественны. В противном случае собственные элементы, отвечающие
невещественным собственным значениям, имеют вид

z+
k = (uk(B); iεkuk(B))τ , z−k = (−iεkuk(B);uk(B))τ ,

εk := λ
2β+α−1

2

k (B)(ρ− i
√
λ1−α−2β
j (B)− ρ2), k = 1,m.

Опираясь на вышеизложенное и проводя рассуждения, аналогичные при-
веденным в п.4.2.3, сформулируем результаты рассмотрения спектральной
задачи (4.59)-(4.60) при условиях (4.77) или (4.78). Эта задача имеет дискрет-
ный спектр (4.79), все собственные значения (за исключением, быть может,
конечного числа невещественных собственных значений) положительны, они
разбиваются на две серии (см.(4.80)-(4.81)), каждая из которых имеет своей
предельной точкой λ = +∞. Собственные элементы задачи образуют базис
Рисса и J -ортогональный базис (при условии, что ρ2 > λ1−α−2β

1 (B)) в H2.

4.2.6 Четвёртый случай: второй пограничный вариант Рассмот-
рим теперь второй промежуточный случай, когда

β = 1, α > 0, ρ > 0. (4.83)

Здесь имеет место факторизация

F=

(
2ρBα+1 iB

α+1
2

iB
α+1
2 0

)
=

(
I 0

i 1
2ρB

−1−α
2 I

)(
2ρBα+1 0

0 1
2ρI

)(
I i 1

2ρB
−1−α

2

0 I

)
,
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показывающая, что предельными точками спектра могут быть точки λ =

+∞ и λ = (2ρ)−1. Действительно, собственные значения этой задачи таковы

λ±k =

 λα+1
k (B)[ρ±

√
ρ2 − λ−1−α

k (B)], ρ2 > λ−1−α
k (B);

λα+1
k (B)[ρ± i

√
λ−1−α
k (B)− ρ2], ρ2 < λ−1−α

k (B).
k = 1, 2 . . .

Так как λ−1−α
k (B) → 0, то задача может иметь не более конечного числа

невещественных собственных значений, а вещественные собственные значе-
ния задачи положительны и образуют две ветви:

λ+
j = 2ρλα+1

j (B)[1 + o(1)], λ−j =
1

2ρ
[1 + o(1)] (j → +∞). (4.84)

Собственные элементы, отвечающие вещественным собственным значениям,
таковы:

z+
j = (uj(B); iε̃juj(B))τ , z−j = (−iε̃juj(B);uj(B))τ ,

ε̃j := λ
1+α
2

j (B)(ρ−
√
ρ2 − λ−1−α

j (B)) =
1

2ρ
λ

−α−1
2

j (B)[1 + o(1)]→ 0 (k → +∞).

(4.85)
Нетрудно видеть, что

z±j = K±z̃±j , K+ := diag(I; iK), K− := diag(iK; I),

K := B
1+α
2 (ρI − (ρ2I −B−1−α)1/2) = B

−1−α
2 (ρI + (ρ2I −B−1−α)1/2)−1,

K−1 := B
1+α
2 (ρI + (ρ2I −B−1−α)1/2) = B

−1−α
2 (ρI − (ρ2I −B−1−α)1/2)−1.

Собственные элементы {z+
j }∞j=1, отвечающие вещественным собственным

значениям {λ+
j }∞j=1, J -положительны:

[z+
j , z

+
j ] = (J z+

j , z
+
j )H2 = 1− ε̃2

j =
2
√
ρ2λ1+α

j (B)− 1

ρλ
1+α
2

j (B) +
√
ρ2λ1+α

j (B)− 1
> 0,

причем в силу (4.91) [z+
j , z

+
j ] → 1 (j → +∞). Соответственно собствен-

ные элементы {z−j }∞j=1, отвечающие отрицательным собственным значениям
{λ−j }∞j=1, J -отрицательны:

[z−j , z
−
j ] = ε̃2

j − 1 < 0, [z−j , z
−
j ]→ −1 (j → +∞).
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Отметим ещё, что при условии ρ2 > λ−1−α
1 (B) все собственные значения за-

дачи вещественны. В противном случае собственные элементы, отвечающие
невещественным собственным значениям, имеют вид

z+
k = (uk(B); iεkuk(B))τ , z−k = (−iεkuk(B);uk(B))τ ,

εk := λ
1+α
2

k (B)(ρ− i
√
λ−1−α
k (B)− ρ2), k = 1,m.

Из сформулированных свойств получаем следующие выводы. Спектраль-
ная задача (4.59)-(4.60) при условиях (4.83) имеет дискретный спектр (4.79),
все собственные значения (за исключением, быть может, конечного чис-
ла невещественных собственных значений) положительны, они разбиваются
на две серии (см.(4.84)), одна из которых имеет своей предельной точкой
λ = +∞, а вторая положительное число λ = (2ρ)−1. Собственные элементы
задачи образуют базис Рисса и J -ортогональный базис (при условии, что
ρ2 > λ−1−α

1 (B)) в H2.

4.2.7 Пятый случай: сильно демпфированная динамическая си-
стема Рассмотрим, наконец, вариант

β > 1, α > 0, ρ > 0. (4.86)

Здесь оператор F допускает факторизацию

F=

(
2ρBα+β iB

α+1
2

iB
α+1
2 0

)
=

(
I 0

i 1
2ρB

1−α
2 −β I

)(
2ρBα+β 0

0 1
2ρB

1−β

)(
I i 1

2ρB
1−α
2 −β

0 I

)
,

(4.87)
D(F) = D(Bα+β)⊕D(B

α+1
2 ),

где B
1−α
2 −β, B1−β — компактные положительные операторы, а Bα+β

— неограниченный положительно определенный оператор с дискретным
спектром. Из (4.87) видно, что F — слабое возмущение оператора
diag(2ρBα+β, (2ρ)−1B1−β), и потому следует ожидать, что в этом варианте
задача на собственные значения для оператора F должна иметь дискретный
спектр с двумя предельными точками λ = +∞ и λ = 0+. Действительно,
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собственные значения этой задачи таковы:

λ±k =

 λα+β
k (B)[ρ±

√
ρ2 − λ1−α−2β

k (B)], ρ2 > λ1−α−2β
k (B);

λα+β
k (B)[ρ± i

√
λ1−α−2β
k (B)− ρ2], ρ2 < λ1−α−2β

k (B).
k = 1, 2 . . .

(4.88)
Отсюда получаем, что

λ+
j = 2ρλα+β

j (B)[1 + o(1)]→ +∞ (j → +∞), (4.89)

λ−j =
1

2ρ
λ1−β
j (B)[1 + o(1)]→ 0 + (j → +∞). (4.90)

Отвечающие этим собственным значениям собственные элементы имеют вид

z+
j = (uj(B); iε̃juj(B))τ , z−j = (−iε̃juj(B);uj(B))τ ,

ε̃j :=λ
2β+α−1

2

j (B)(ρ−
√
ρ2−λ1−α−2β

j (B))=
λ

1−α−2β
2

j (B)

ρ+
√
ρ2+λ1−α−2β

j (B)
→0 (k → +∞).

(4.91)
Отсюда следует, что

z±j = K±z̃±j , K+ := diag(I; iK), K− := diag(iK; I),

K := B
2β+α−1

2 (ρI − (ρ2I −B1−α−2β)1/2) = B
1−α−2β

2 (ρI + (ρ2I −B1−α−2β)1/2)−1.

Собственные элементы z+
j являются J -положительными, а собственные эле-

менты z−j являются J -отрицательными:

[z+
j , z

+
j ] = (J z+

j , z
+
j )H2 = 1− ε̃2

j =
2
√
ρ2λ2β+α−1

j (B)− 1

ρλ
2β+α−1

2

j (B) +
√
ρ2λ2β+α−1

j (B)− 1
> 0,

[z−j , z
−
j ] = ε̃2

j − 1 < 0.

При этом
[z+
j , z

+
j ]→ 1, [z−j , z

−
j ]→ −1 (k → +∞).

Отметим ещё, что при условии ρ2 > λ1−α−2β
1 (B) все собственные значения за-

дачи вещественны. В противном случае собственные элементы, отвечающие
невещественным собственным значениям, имеют вид

z+
k = (uk(B); iεkuk(B))τ , z−k = (−iεkuk(B);uk(B))τ ,
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εk := λ
2β+α−1

2

k (B)(ρ− i
√
λ1−α−2β
k (B)− ρ2), k = 1,m.

Сформулированные выше свойства позволяют сделать следующие выводы.
Спектральная задача (4.59)-(4.60) при условиях (4.86) имеет дискретный
спектр (4.88), все собственные значения (за исключением, быть может, ко-
нечного числа невещественных собственных значений) положительны, они
разбиваются на две серии (см.(4.89)-(4.90)), одна из которых имеет своей
предельной точкой λ = +∞, а вторая λ = 0+. Собственные элементы
задачи образуют базис Рисса и J -ортогональный базис (при условии, что
ρ2 > λ1−α−2β

1 (B)) в H2.
Подводя итоги рассмотрения спектральной задачи (4.59)-(4.60), отметим

следующие важные обстоятельства.
При учете диссипации энергии в виде (4.58), спектр задачи существенно

зависит от соотношения параметров α и β: при 0 < α < 1, 0 6 β < 1−α
2

имеет место малая диссипация и локализация спектра в окрестности мнимой
оси; при 0 < α < 1, 0 6 β < 1−α

2 — средняя диссипация и локализация
спектра в окрестности положительной полуоси, а также наличие лишь од-
ной предельной точки на бесконечности; при α > 0, ρ > 0 — большая
диссипация и наличие двух предельных точек на положительной полуоси.

Детальная структура спектра зависит от коэффициента диссипации ρ. В
частности, при β = 1−α

2 , 0 < α < 1 спектр существенно зависит от пара-
метра ρ: при 0 < ρ < 1 спектр невещественный, а при ρ > 1 — вещественный
и положительный.

Во всем диапазоне изменения параметров α, β, δ собственные элементы
образуют базис Рисса.

4.3 Спектральная задача, порождённая неполным

интегро-дифференциальным уравнением.

Рассмотрим в гильбертовом пространстве H частный случай задачи (3.4),
когда Gk(t, s) := e−γk(t−s)I, то есть

A
d2u

dt2
+Bu+

m∑
k=1

t∫
0

e−γk(t−s)Cku(s)ds = f(t), u(0) = u0, u′(0) = u1. (4.92)
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Будем далее считать, что

B � 0, 0 < γ1 < . . . < γm. (4.93)

Тогда задачу для интегро-дифференциального уравнения можно приве-
сти к задаче Коши для дифференциального уравнения первого порядка в
ортогональной сумме гильбертовых пространств.

4.3.1 Переход к задаче Коши для дифференциального уравнения
первого порядка. При выполнении условий теорем 3.1.6 или 3.1.8 задача
(4.92) имеет единственное сильное решение со значениями в D(A−1/2) на
отрезке [0, T ], так как является частным случаем задачи (3.4).

Считая, что u(t) и есть это решение, введём новые неизвестные функции
согласно формулам

vk(t) :=

t∫
0

e−γk(t−s)C
1/2
k u(s)ds+ vk(0), k = 1,m. (4.94)

Так как u(t) ∈ C1([0, T ];D(A1/2)) и при каждом t ∈ [0, T ] будет u(t) ∈
D(F ) ⊂ D(Ck), то функции vk(t) непрерывно дифференцируемы и

dvk
dt

= C
1/2
k u(t)− γk (vk(t)− vk(0)) , k = 1,m.

Вводя ещё функцию z(t):
z(t) := Au′(t),

приходим взамен (4.92) к задаче Коши в гильбертовом пространстве H̃ вида

J dỹ
dt

+ B0ỹ = f̃(t), ỹ(0) = ỹ0. (4.95)

ỹ(0)=(u(0), v̂(0), z(0))τ u(0)=u0, v̂(0)=(v1(0), . . . , vm(0))τ , z(0) :=A−1u1.

Здесь

ỹ := (u, v̂, z)τ , H̃ := H⊕
m⊕
k=1

Hk ⊕H, Hk := H, k = 1,m,

v̂ := (v1, . . . , vm)τ , γ̂ := diag(γ1I, . . . , γmI),

Î := diag(I, . . . , I︸ ︷︷ ︸
m раз

), Ĉ1/2 := (C
1/2
1 , . . . , C1/2

m )τ , k = 1,m,
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J :=

 0 0 I

0 Î 0

−I 0 0

, B0 :=

 B Ĉ1/2 0

−Ĉ1/2 γ̂Î 0

0 0 A−1

, f̃ :=

f(t)−
∑m

k=1Ckvk(0)

γ̂v̂(0)

0

.
Замечание 4.3.1. Оператор B0, заданный на плотной в гильбертовом про-
странстве H̃ области

D(B0) := D(B)⊕
m⊕
k=1

D(C
1/2
k )⊕H,

является равномерно аккретивным оператором.

Доказательство. Действительно,

(B0ỹ, ỹ)=


 Bu+ Ĉ1/2v̂

−Ĉu1/2 + γ̂v̂

A−1z

,
uv̂
z


=||B1/2u||2+γ||v̂||2−2iIm(C1/2u, v̂)+||A−1/2z||2,

откуда
Re(B0ỹ, ỹ) = ||B1/2u||2 + γ̂||v̂||2 + ||A−1/2z||2.

Далее, в силу положительной определённости операторов B (см. (4.93)) и
A−1 (поскольку 0 < A ∈ L(H))

||B1/2u||2 > β||u||2, ||A−1/2z||2 > α||z||2, α, β > 0.

Окончательно для Re(B0ỹ, ỹ) имеем

Re(B0ỹ, ỹ) > min {β, γ1, α} ||ỹ||2.

Лемма 4.3.2. Операторная матрица B0 допускает замыкание до операто-
ра

B := B0 =

 B1/2 0 0

0 Î 0

0 0 I


 I (Q̂τ)∗ 0

Q̂τ γ̂ 0

0 0 A−1


 B1/2 0 0

0 Î 0

0 0 I

 ,

Q̂ := (C
1/2
1 B−1/2, . . . , C1/2

m B−1/2),

действующего по формуле

Bỹ :=

 B(u+B−1/2(Q̂τ)∗v̂)

−Q̂τB1/2u+ γ̂v̂

A−1z


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на области определения

D(B) :=
{

(u, v, z)τ ∈ H̃ : (u+B−1/2(Q̂τ)∗v̂) ∈ D(B), u ∈ D(B1/2)
}
.

Рассмотрим наряду с задачей (4.95) аналогичную задачу с замкнутым
оператором B, то есть

J dỹ
dt

+ Bỹ = f̃(t), ỹ(0) = ỹ0, (4.96)

и назовём её задачей Коши, ассоциированной с задачей (4.92).

4.3.2 Вывод задачи для операторного пучка. Рассмотрим решения
однородной задачи (4.96), зависящие от t по закону

ỹ(t) = eλtỹ, ỹ ∈ D(B),

где λ ∈ C — неизвестный заранее комплексный декремент затухания, а ỹ 6= 0

— так называемый амплитудный элемент.
Для амплитудных элементов ỹ получаем спектральную задачу

Bỹ = λJ ỹ, ỹ ∈ D(B), (4.97)

ассоциированную с задачей Коши (4.92) и порождённую задачей (4.96).
Запишем задачу (4.97) в виде системы уравнений:

B1/2(B1/2u+ (Q̂τ)∗v̂) = λz,

−Q̂τB1/2u+ γ̂v̂ = λv̂,

A−1z = −λu.
(4.98)

Осуществим в системе (4.98) замену B1/2u = ξ, в результате придём к сле-
дующей системе уравнений:

B1/2(ξ + (Q̂τ)∗v̂)− λz = 0,

−Q̂τξ + γ̂v̂ − λv̂ = 0,

z + λAB−1/2ξ = 0.

Пусть λ 6= γk, (k = 1,m). Выразим из второго и третьего уравнений системы
v̂ и z соответственно:

v̂ = −(λÎ − γ̂)−1Q̂τξ, z = −λAB−1/2ξ.



120

Подставляя их в первое соотношение системы, получим

ξ − (Q̂τ)∗(λÎ − γ̂)−1Q̂τξ + λ2B−1/2AB−1/2ξ = 0.

После несложных преобразований эта задача приводится к спектральной за-
даче для операторного пучка L(λ):

L(λ)ξ :=

{
I + λ2B−1/2AB−1/2 −

m∑
k=1

1

λ− γk
Fk

}
ξ = 0, ξ ∈ H,

Fk := (C
1/2
k B−1/2)∗C

1/2
k B−1/2, Fk = F ∗k > 0, k = 1,m.

Спектральная задача такого вида подробно исследовалась в работе [32]
(см. формулу (14), с.14). Поэтому дальнейшее исследование пучка L(λ) здесь
не приводится, т.к. повторяет исследование, проведённое в [32]. Отметим
лишь, что при некоторых дополнительных требованиях на операторные ко-
эффициенты Fk, k = 1,m, и B−1/2AB−1/2 для L(λ) в [32] получены утвер-
ждения о структуре и асимптотике спектра, а также о свойствах базисности
Рисса и кратной полноте части собственных и присоединённых элементов.

4.4 Спектральная проблема, связанная с полным

интегро-дифференциальным уравнением второго

порядка.

Здесь рассматривается спектральная проблема, ассоциированная с задачей
Коши (4.99)

A
d2u

dt2
+ F

du

dt
+Bu+

m∑
k=1

t∫
0

eγk(t−s)Cku(s)ds = f(t), u(0) = u0, u′(0) = u1,

(4.99)
для полного интегро-дифференциального уравнения второго порядка в гиль-
бертовом пространстве H.

Осуществим переход от этой задачи к задаче Коши для системы диффе-
ренциальных уравнений первого порядка. Введём новые искомые функции

vk(t) :=

t∫
0

eγk(t−s)C
1/2
k u(s)ds+ vk(0), k = 1,m, и z(t) := A

du

dt
. (4.100)
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Продифференцируем каждое уравнение (4.100)

dvk
dt

= C
1/2
k u(t)− γk(v(t)− v(0)), k = 1,m,

du

dt
= A−1z. (4.101)

Рассматривая уравнения (4.99) и (4.101) как систему, приходим к задаче
Коши для дифференциального уравнения первого порядка

JF
dy

dt
+ By = f̃0(t), (4.102)

y(t) := (u(t); v̂(t), z(t))τ ∈ H̃ := H⊕
m⊕
k=1

H⊕H, v̂(t) := (v1, . . . , vm)τ .

f̃0(t) := (f(t)−
m∑
k=1

C
1/2
k vk(0); γ1v1(0), . . . , γkvk(0), 0)τ ,

B :=

 B (Ĉ1/2)τ 0

−Ĉ1/2 γ̂ 0

0 0 A−1

 , JF :=

 F 0τm I

0m Îm 0m

−I 0τm 0

 ,

где Ĉ1/2 := (C
1/2
1 , . . . , C

1/2
m )τ , γ̂ := diag{γ1I, . . . , γmI}, 0m := (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

m раз

)τ .

4.4.1 Постановка спектральной проблемы Рассмотрим тот частный
случай, когда операторы кинетической энергии A, диссипации F и подын-
тегральные операторы Ck, k = 1,m, являются степенными функциями от
оператора потенциальной энергии B:

A := B−α, F := Bβ, Ck := Bδk, α > 0, β, δ > 0. (4.103)

При этом считаем, что 0 < B−1 ∈ S∞(H); тогда собственные элементы
оператора B образуют ортонормированный базис в H, а все собственные
значения положительны и имеют предельную точку +∞.

Это позволяет подробно изучить случаи малой, большой и средней ин-
тенсивности диссипации энергии системы и промежуточные между ними ва-
рианты, а также проследить, как видоизменяется (перестраивается) спектр
этой задачи при возрастании β и различных α и δ.

Рассмотрим задачу о нормальных колебаниях, отвечающую в задаче
(4.102) свободным движениям динамической системы:

f(t) ≡ 0, vk(0) ≡ 0, k = 1,m, y(t) = e−λty, y ∈ D(B), λ ∈ C.



122

Тогда для амплитудных элементов y возникает спектральная задача

By = λJFy, y ∈ D(B), λ ∈ C, (4.104)

которую можно переписать в виде системы
Bu+ (Ĉ1/2)τ v̂ = λFu+ λz,

−Ĉ1/2u+ γ̂v̂ = λv̂,

A−1z = −λu.
(4.105)

Выразим из последних двух уравнений системы v̂ и z:

v̂ =
1

γ̂ − λ
Ĉ1/2u, z = −λAu. (4.106)

Подставляя теперь полученные выражения в первое уравнение системы, по-
лучим спектральную задачу для операторного пучка

L(λ)u = λ2Au− λFu+Bu−
m∑
k=1

1

λ− γk
Cku = 0. (4.107)

В условиях (4.103) этот пучок имеет вид

L(λ)u = {λ2I − λ ·Bβ+α +B1+α −
m∑
k=1

1

λ− γk
Bδ+α}u. (4.108)

Пусть {µk}∞k=1 — система собственных значений оператора B, а {uk}∞k=1 —
система его собственных элементов, которая является ортонормированным
базисом в H. Тогда из (4.108) получим характеристические уравнения:

fk(λ) := λ2−λ ·µβ+α
k +µkB

1+α−
m∑
n=1

1

λ− γn
µδn+α
k = 0, k = 1, 2, . . . . (4.109)

4.4.2 Первый случай Будем сначала считать, что

α > 0, 0 6 β < 1, 0 < δn <
1

2
, n = 1,m. (4.110)

Тогда уравнение fk(λ) = 0 имеет для каждого k два комплексных корня
λ± → ±i∞ и m положительных вещественных корней: λn → γn, n = 1,m.
Получим асимптотические формулы для собственных значений уравнения



123

(4.109). При λ → ∞ в характеристическом уравнении главным является
слагаемое λ2. Поэтому, представив fk(λ) в виде

fk(λ) = λ2

(
1−

µβ+α
k

λ
+
µ1+α
k

λ2
−

m∑
n=1

µδn+α
k

λ2(λ− γn)

)
(4.111)

и учитывая условия (4.110), получаем, что cобственные значения в этом слу-
чае таковы:

λ±k = ±iµ
1+α
2

k [1 + o(1)]→ ±i∞ k → +∞. (4.112)

Таким образом, в задаче (4.108) имеется ветвь невещественных собственных
значений с пределом в бесконечно удалённой точке комплексной плоскости.
В этом случае собственные элементы имеют вид

y±k = (±uk,±
µ
δ1
2

k (γ1 ± iµ
1+α
2

k )

γ2
1 + µ1+α

k

uk, . . . ,±
µ
δm
2

k (γm ± iµ
1+α
2

k )

γ2
1 + µ1+α

k

uk,∓iµ
1−α
2

k uk)
τ .

(4.113)
Рассмотрим теперь решения при λ→ γn, n = 1,m. Здесь в характеристи-

ческом уравнении главным является слагаемое
µδn+α
k

λ− γn
. Уравнение fk(λ) = 0

представим в виде

µδn+α
k

λ− γn

(
1− λ2(λ− γn)µ−δn−αk + λ(λ− γn)µβ−δnk − (λ− γn)µ1−δn

k + (4.114)

+
m∑

i=1,i 6=n

λ− γn
λ− γi

µδi−δnk

 = 0. (4.115)

C учётом условий (4.110) асимптотика cобственных значений в этом случае
принимает вид

λnk = γn + µδn−1
k [1 + o(1)]→ γn, n = 1,m, k → +∞. (4.116)

Здесь для каждого k имеется ветвь положительных собственных значений с
пределом справа в точке γn. Соответствующие этой ветви собственные эле-
менты в этом случае имеют вид

ynk = (±uk(B),∓µ1− δ12
k uk(B), . . . ,∓µ1− δm2

k uk(B),∓µ−αk (γn + µδn−1
k )uk(B))τ .

(4.117)
Таким образом, спектральная задача (4.104)-(4.108) в условиях (4.110)

имеет дискретный спектр (4.112), (4.116), состоящий из m + 1 ветви с пре-
дельными точками λ =∞ и λ = γn, n = 1,m.
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Замечание 4.4.1. Отметим, что условия (4.110) отвечают случаям малой и
средней диссипации энергии системы.

4.4.3 Второй случай: пограничный вариант Будем теперь считать,
что

β = 1, α > 0, 0 < δn <
1

2
. (4.118)

В этом случае характеристическое уравнение примет вид

fk(λ) = λ2 − λ · µ1+α
k + µ1+α

k −
m∑
i=1

µδi+αk

λ− γi
= 0. (4.119)

Проводя рассуждения подобно пункту 4.4.2, убедимся, что уравнение fk(λ) =

0 для каждого k имеет m + 2 положительных вещественных корня, и полу-
чим асимптотические формулы для собственных значений уравнения. Так,
представляя функцию fk(λ) в виде (4.111), получим асимптотические фор-
мулы

λ+
k = µα+1

k [1 + o(1)], λ−k = 1− 1

4
µ−1−α
k [1 + o(1)] (k → +∞) (4.120)

Значит, имеются две ветви положительных собственных значений с преде-
лами в +∞ и 1 слева. В этом случае собственные элементы имеют вид

y±k = (±uk,±
µ
δ1
2

k

γ1 − µ1+α
k

uk, . . . ,±
µ
δm
2

k

γm − µ1+α
k

uk,∓µkuk)τ . (4.121)

Далее, рассматривая уравнение fk(λ) = 0, в виде (4.114), получим следу-
ющие формулы для собственных значений

λnk = γn −
1

2(γn − 1)
µδn−1
k [1 + o(1)]→ γn, n = 1,m, (k → +∞). (4.122)

Здесь для каждого n имеется ветвь положительных собственных значений,
стремящихся слева к точке γn. Соответствующие этой ветви собственные
элементы в этом случае имеют вид

ynk=(±uk,±2(γn−1)µ
1− δ12
k uk, . . . ,±2(γn−1)µ

1− δm2
k uk,∓µ−αk (γn−

1

2(γn−1)
µδn−1
k )uk)

τ.

(4.123)
Таким образом спектральная задача (4.104)-(4.108) в условиях (4.118) име-

ет дискретный положительный спектр (4.120), (4.122), состоящий из m + 2

ветвей с предельными точками λ = +∞, λ = 1 и λ = γn, n = 1,m.
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4.4.4 Третий случай: сильно демпфированная динамическая си-
стема Рассмотрим теперь вариант, когда параметры удовлетворяют усло-
вию

α > 0, β > 1, 0 < δn <
β

2
, n = 1,m. (4.124)

Тогда, вновь проводя рассуждения, как в предыдущих двух пунктах, полу-
чим асимптотики собственных значений задачи. Сперва представим функ-
цию fk(λ) в виде (4.111), получим асимптотические формулы

λk = µα+β
k [1 + o(1)], (k → +∞), (4.125)

то есть имеется ветвь положительных собственных значений с пределом в
+∞. В этом случае собственные элементы имеют вид

y±k = (±uk,±
µ
δ1
2

k

γ1 − µβ+α
k

uk, . . . ,±
µ
δm
2

k

γm − µβ+α
k

uk,∓µβkuk)
τ .

Далее, рассматривая уравнение fk(λ) = 0 в виде (4.114), получим следу-
ющие формулы для собственных значений

λnγnk = γn −
1

γn
µδn−βk [1 + o(1)]→ γn, n = 1,m, (k → +∞). (4.126)

λn0
k =

1

γ n
µδn−βk [1 + o(1)], n = 1,m, (k → +∞). (4.127)

Здесь для каждого n имеются две ветви положительных собственных значе-
ний: стремящихся слева к точке γn и стремящихся к 0 справа. Соответству-
ющие этим ветвям собственные элементы в этом случае имеют вид

ynγnk =(±uk(B),±γnµ
β− δ12
k uk(B), . . . ,±γnµ

β− δm2
k uk(B),∓µ−αk (γn−

1

γn
µδn−βk )uk(B))τ

и

yn0
k =(±uk(B),±

γnµ
δ1
2

k

γ1γn−µδn−βk

uk(B), . . . ,±
γnµ

δm
2

k

γ1γn−µδn−βk

uk(B),∓1

γ n
µδn−β−αk uk(B))τ .

Таким образом, спектральная задача (4.104)-(4.108) в условиях (4.124)
имеет дискретный положительный спектр (4.125), (4.126), (4.127), состоя-
щий из m + 2 ветвей с предельными точками λ = +∞, λ = 0+ и λ = γn,
n = 1,m.
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Подводя итоги рассмотрения спектральной задачи (4.104)-(4.108), отме-
тим следующие важные обстоятельства.

При учете диссипации энергии в виде (4.58), спектр задачи существенно
зависит от соотношения параметров α и β: при 0 < α, 0 6 β < 1 имеет ме-
сто малая и средняя диссипация и локализация спектра в окрестности мни-
мой оси; при 0 < α, β = 1 — средняя диссипация и локализация спектра
в окрестности положительной полуоси, а также наличие предельных точек
на бесконечности и в 1; при α > 0, β > 1 — большая диссипация и нали-
чие двух предельных точек на положительной полуоси +∞ и 0+. В каждом
из перечисленных случаев имеются m ветвей положительных собственных
значений с предельными точками γn, n = 1,m.

4.5 Спектральная задача, ассоциированная с пробле-

мой о малых движениях вязкоупругого стержня

В данном параграфе изучается задача о колебании вязкоупругого стерж-
ня. Уравнение продольных колебаний однородного стержня (см. [33, c.130])
в абстрактно-операторной форме описывается интегро-дифференциальным
уравнением второго порядка в некотором гильбертовом пространстве H. По-
этому далее изучается спектральная задача связанная с полным интегро-
дифференциальным уравнением Вольтерра второго порядка, неразрешён-
ным относительно старшей производной. Построения, проведённые здесь,
обобщают результаты из [51].

4.5.1 Сведение интегро-дифференциального уравнения второго
порядка к дифференциальному уравнению первого порядка Рас-
смотрим полное интегро-дифференциальное уравнение Вольтерра второго
порядка вида

A
d2u

dt2
+βB

du

dt
+Bu−

m∑
k=1

αk

t∫
0

e−γk(t−s)Bu(s)ds = f(t), u(0) = u0, u′(0) = u1,

(4.128)
0 < A ∈ L(H), B = B∗ � 0, 0 < B−1 ∈ S∞(H),
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αk, β > 0, 0 < γ1 < . . . < γm < +∞, 1−
m∑
k=1

αk
γk

> 0, k = 1,m.

Осуществим в (4.128) замену A1/2u = v, имеем

d2v

dt2
+βA−1/2BA−1/2dv

dt
+A−1/2BA−1/2v−

m∑
k=1

αk

t∫
0

e−γk(t−s)A−1/2BA−1/2v(s)ds=

= A−1/2f(t) =: f̃(t), v(0) = A1/2u0, v′(0) = A1/2u1.

(4.129)

Введём обозначение A−1/2BA−1/2 =: D � 0, а затем с помощью интегрирова-
ния по частям преобразуем интегральные слагаемые в последнем уравнении
к более удобному виду:

αk

t∫
0

e−γk(t−s)Dv(s)ds =
αk
γk

t∫
0

Dv(s)de−γk(t−s) =

=
αk
γk
Dv(t)− αk

γk
Dv(0)e−γkt − αk

γk

t∫
0

e−γk(t−s)Dv′(s)ds.

В дальнейших рассуждениях будем считать, что v(0) = A1/2u0 ∈ D(D). С
учётом проведенных вычислений уравнение (4.129) преобразуется к следую-
щему виду:

d2v

dt2
+D1/2

(
βD1/2dv

dt
+D1/2v−

m∑
k=1

αk
γk
D1/2v+

m∑
k=1

αk
γk

t∫
0

e−γk(t−s)D1/2v′(s)ds

=

= f̃(t)−
m∑
k=1

αk
γk
De−γktv(0) =: f̂(t).

(4.130)

Введём обозначения:

δ := 1−
m∑
k=1

αk
γk

> 0, ρk :=
αk
γk
, k = 1,m. (4.131)

Осуществим в уравнении (4.130) следующие замены:

w := v′, v0 := δ1/2D1/2v, vk := ρ
1/2
k

t∫
0

e−γk(t−s)D1/2v′(s)ds, k = 1,m.

(4.132)
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Преобразованное уравнение (4.130) вместе с продифференцированными вто-
рой и третьей заменами (4.132) запишем в виде следующей системы:

dw

dt
+ δ1/2D1/2

(
δ−1/2βD1/2w + v0 +

m∑
k=1

δ−1/2ρ
1/2
k vk

)
= f̂(t),

dv0

dt
= δ1/2D1/2dv

dt
= δ1/2D1/2w,

dv̂

dt
= ρ̂1/2D1/2w − γ̂v̂,

где ρ̂1/2 := (ρ
1/2
1 I, . . . , ρ

1/2
m I)τ , γ̂ := diag{γ1I, . . . , γmI}, v̂ = (v1, . . . , vm)τ .

Запишем эту систему вместе с начальными условиями в виде диффе-
ренциального операторного уравнения первого порядка в гильбертовом про-
странстве Hm+2 := H⊕H⊕

⊕m
k=1H:

dy

dt
+ By = F̂ (t), y(0) = y0. (4.133)

Здесь введены следующие обозначения:

B=

 δ1/2D1/2 0 0τm

0 I 0

0m 0 Îm


 δ−1βI I δ−1/2(ρ̂1/2)τ

−I 0 0

−δ−1/2ρ̂1/2 0 γ̂


 δ1/2D1/2 0 0τm

0 I 0

0m 0 Îm

,
y=(w, v0, v̂)τ ∈Hm+2, y0 :=(w(0); v0(0); v̂(0))τ =(A1/2u1; δ1/2D1/2A1/2u0; 0τm)τ,

F̂ (t) := (f̂(t); 0; 0τm)τ , 0m := (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m раз

)τ , Îm := diag{I, . . . , I︸ ︷︷ ︸
m раз

}.

Оператор B задан на области определения

D(B)={y∈Hm+2 : (δ1/2βD1/2w+v0+(ρ̂1/2)τδ−1/2v̂) ∈ D(D1/2), w∈D(D1/2)},

по формуле

By =

 δ1/2D1/2
(
δ−1/2βD1/2w + v0 + (ρ̂1/2)τδ−1/2v̂

)
−δ1/2D1/2w

−ρ̂1/2D1/2w + γ̂v̂

 , y ∈ D(B).

4.5.2 Постановка спектральной задачи. Будем искать решение одно-
родного уравнения (4.133) (при F̂ (t) ≡ 0) в виде y(t) = e−λty. В результате
получим уравнение (B − λI)y = 0, которое является спектральной задачей,
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ассоциированной с интегро-дифференциальным уравнением (4.128), где λ —
спектральный параметр, y — амплитудный элемент. Перепишем эту спек-
тральную задачу в виде системы:

δ1/2D1/2
(
δ−1/2βD1/2w + v0 + (ρ̂1/2)τδ−1/2v̂

)
= λw,

−δ1/2D1/2w = λv0,

−ρ̂1/2D1/2 + γ̂v̂ = λv̂.

Выразим из последних уравнений v0, v̂,

v0 = −δ
1/2

λ
D1/2w, v̂ = −ρ̂1/2(λIm − γ̂)−1D1/2w,

и подставим в первое, имеем:

δ1/2D1/2

(
δ−1/2βD1/2w − δ1/2

λ
D1/2w −

m∑
n=1

ρnδ
−1/2

λ− γn
D1/2w

)
= λw.

Введём новую переменную ξ = D1/2w, получим

βξ − δ

λ
ξ −

m∑
n=1

ρn
λ− γn

ξ − λD−1ξ = 0;

умножая теперь обе части на −λ и учитывая обозначения (4.131), преобра-
зуем последнее уравнение к следующему виду:

(I − λβI + λ2D−1 +
m∑
n=1

αn
λ− γn

I)ξ = 0. (4.134)

По условию 0 < B−1 ∈ S∞(H), а значит и 0 < D−1 ∈ S∞(H), и D — опе-
ратор с дискретным спектром. Пусть {µk}∞k=1 — система собственных значе-
ний D−1, а {uk}∞k=1 — система его собственных элементов, которая является
ортонормированным базисом в H. Из (4.134) получим характеристические
уравнения:

fk(λ) := 1− βλ+ µkλ
2 −

m∑
n=1

αn
γn − λ

= 0, k = 1, 2, . . . . (4.135)

Пусть {λ(p)
k }k∈N, p = 1,m+ 2, — решения характеристических уравнений,

(4.135). Можно убедиться, что δ−1βI I (ρ̂1/2)τδ−1/2

−I 0 0m

−ρ̂1/2δ−1/2 0 γ̂




uk

− 1
λ

(p)

k
uk

ρ̂1/2δ−1/2(γ̂ − λ(p)
k )−1uk

 =
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= λ
(p)
k

 δ−1D−1 0 0

0 I 0

0 0 Îm




uk

− 1
λ

(p)

k
uk

ρ̂1/2δ−1/2(γ̂ − λ(p)
k )−1uk

 .

Можно проверить также, что следующая система

ϕ
(p)
k =

(
D−1/2uk,−

δ1/2

λ
(p)
k

uk, ρ
1/2
1

(
γ1 − λ(p)

k

)−1

uk, . . . , ρ
1/2
m (γm − λ(p)

k )−1uk

)
τ =

=

(
δ−1/2µ−1/2uk,−

1

λ
(p)
k

uk, ρ
1/2
1 δ−1/2

(
γ1−λ(p)

k

)−1

uk, . . . , ρ
1/2
m δ−1/2(γm−λ(p)

k )−1uk

)
τ

(4.136)

является системой собственных векторов оператора−B, отвечающая системе
собственных значений λ(p)

k .

4.5.3 О базисности собственных элементов задачи. Для проведе-
ния дальнейших построений введём в пространствеHm+2 индефинитное ска-
лярное произведение по формуле:

[ϕ1, ϕ2]Hm+2 = (u(1), u(2))H − (v
(1)
0 , v

(2)
0 )H − (v̂(1), v̂(2))Hm.

∀ ϕ1 = (u(1); v
(1)
0 ; v̂(1))τ и ϕ2 = (u(2); v

(2)
0 ; v̂(2))τ .

Обозначим далее при любом k ∈ N через ϕ(+)
k , ϕ(−)

k и ϕ
(0,i)
k , k = 1,m, соб-

ственные элементы ϕ
(p)
k из (4.136), отвечающие соответственно собственным

значениям из верхней (+) и нижней (−) комплексной полуплоскостей, а так-
же на положительной полуоси.

Лемма 4.5.1. Имеют место соотношения

[ϕ
(±)
k , ϕ

(±)
k ]=0, [ϕ

(±)
k , ϕ

(0i)
k ]=0, [ϕ

(+)
k , ϕ

(−)
k ]=δ−1g′k(λ

(+)
k ), [ϕ

(−)
k , ϕ

(+)
k ]=δ−1g′k(λ

(−)
k ),

[ϕ
(0i)
k , ϕ

(0i)
k ] = δ−1g′k(λ

(0i)
k ), [ϕ

(0i)
k , ϕ

(±)
k ] = 0, [ϕ

(0i)
k , ϕ

(0j)
k ] = 0, i, j = 1,m.

где

gk(λ) := λ−1fk(λ) =
δ

λ
− β + µkλ−

m∑
n=1

αn
γn(γn − λ)

, k = 1, 2, . . . .
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Доказательство. Вычислим сначала всевозможные индефинитные скаляр-
ные произведения между элементами системы {ϕ(p)

k }:

[ϕ
(p)
k , ϕ

(q)
k ]H = (δ−1/2µ

−1/2
k uk, δ

−1/2µ
−1/2
k uk)H − (

1

λ
(p)
k

uk,
1

λ
(q)
k

uk)−

−
(
ρ̂1/2δ−1/2(γ̂ − λ(p)

k )−1uk, ρ̂
1/2δ−1/2(γ̂ − λ(q)

k )−1uk

)
= δ−1µ

−1/2
k − 1

λ
(p)
k λ

(q)
k

−
m∑
n=1

ρn

δ(γn − λ(p)
k )(γn − λ(q)

k )
= (4.137)

= δ−1

µ−1/2
k − δ

λ
(p)
k λ

(q)
k

−
m∑
n=1

ρn

(γn − λ(p)
k )(γn − λ(q)

k )

 .

Убедимся теперь, что fk(λ) = λgk(λ). Действительно,

fk(λ) = λ

(
1

λ
− β + µkλ−

m∑
n=1

αn
λ(γn − λ)

)
=

λ

(
1

λ
− β + µkλ−

m∑
n=1

αn
γn

(
1

γn − λ
+

1

λ

))
= (4.138)

= λ

((
1−

m∑
n=1

αn
γn

)
1

λ
− β+ µkλ−

m∑
n=1

αn
γn(γn − λ)

)
= λgk(λ).

Из (4.135), (4.5.3) получим следующие соотношения:

fk(λ
(p)
k ) = λ

(p)
k gk(λ

(p)
k ) = 0, k = 1, 2, . . . , p = 1,m+ 2.

Теперь утверждение леммы следует из (4.137), (4.5.3) с учётом того факта,
что ϕ(+)

k = ϕ
(−)
k , а ϕ(0i)

k ∈ R, k = 1, 2 . . ., i = 1,m.

Теорема 4.5.2. Пусть все корни λ(p)
k характеристического уравнения про-

стые, т.е.
f ′k(λ

(p)
k ) 6= 0, k = 1, 2, . . . , p = 1,m+ 2. (4.139)

Тогда система собственных векторов {ϕ(p)
k } из (4.136) образует базис в

пространстве Hm+2.

Доказательство. Покажем, что любой элемент ϕ̃ := (w̃; ṽ0, v̂)τ ∈ Hm+2

может быть представлен в виде ряда:
∞∑
k=1

m+2∑
p=1

G
(p)
k ϕ

(p)
k = ϕ̃, (4.140)
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где коэффициенты G
(p)
k находятся однозначно.

Запишем с учётом (4.136) это соотношение в координатной форме:

∞∑
k=1

(
m+2∑
p=1

G
(p)
k δ−1/2µ

1/2
k

)
uk = w̃,

∞∑
k=1

(
m+2∑
p=1

G
(p)
k

(
− 1

λ
(p)
k

)
uk

)
= ṽ0,

∞∑
k=1

(
m+2∑
p=1

G
(p)
k ρ̂1/2δ−1/2(γ̂ − λ(p)

k Im)−1

)
uk = ˜̂v,

Умножим каждое уравнение этой системы скалярно на uk:

m+2∑
p=1

G
(p)
k δ−1/2µ

1/2
k = (w̃, uk)

m+2∑
p=1

G
(p)
k

(
− 1

λ
(p)
k

)
= (ṽ0, uk)

m+2∑
p=1

G
(p)
k ρ̂1/2δ−1/2(γ̂ − λ(p)

k Im)−1 = (˜̂v, uk), k = 1, 2, . . . .

Переобозначим, как и выше, G(p)
k , p = 1,m+ 2, через G(+)

k , G(−)
k , G(0i)

k , i =

1,m, перепишем последнюю систему в виде:

G
(01)
k δ−1/2µ

1/2
k + . . .+G

(0m)
k δ−1/2µ

1/2
k +G

(+)
k δ−1/2µ

1/2
k +G

(−)
k δ−1/2µ

1/2
k = (w̃, uk)

G
(01)
k

(
− 1

λ
(01)
k

)
+. . .+G

(0m)
k

(
− 1

λ
(0m)
k

)
+G

(+)
k

(
− 1

λ
(+)
k

)
+G

(−)
k

(
− 1

λ
(−)
k

)
=(ṽ0, uk)

G
(01)
k ρ̂1/2δ−1/2(γ̂ − λ(01)

k Im)−1 + . . .+G
(0m)
k ρ̂1/2δ−1/2(γ̂ − λ(0m)

k Im)−1+

+G
(+)
k ρ̂1/2δ−1/2(γ̂ − λ(+)

k Im)−1+G
(−)
k ρ̂1/2δ−1/2(γ̂ − λ(−)

k Im)−1=(˜̂v, uk), k=1, 2, . . . .

(4.141)
В матричной форме эту систему можно записать так:

Rk



G
(01)
k
...

G
(0m)
k

G
(+)
k

G
(−)
k


=

 (w̃, uk)

(ṽ0, uk)

(˜̂v, uk)
 ,
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где Rk, k = 1, 2, . . ., заданы по следующей формуле:
δ−1/2µ

1/2
k . . . δ−1/2µ

1/2
k δ−1/2µ

1/2
k δ−1/2µ

1/2
k

− 1

λ
(01)
k

. . . − 1

λ
(0m)
k

− 1

λ
(+)
k

− 1

λ
(−)
k

ρ̂
1
2δ−

1
2 (γ̂−λ(01)

k Im)−1. . . ρ̂
1
2δ−

1
2 (γ̂−λ(0m)

k Im)−1 ρ̂
1
2δ−

1
2 (γ̂−λ(+)

k Im)−1 ρ̂
1
2δ−

1
2 (γ̂−λ(−)

k Im)−1

.
Заметим, что Rk — матрица, составленная из векторов ϕ(p)

k :

Rk = (ϕ
(01)
k , . . . , ϕ

(0m)
k , ϕ

(+)
k , ϕ

(−)
k ). (4.142)

Введём теперь матрицу J := diag{I,−I,−Im}.
Вычисляя Rτ

kJRk с учётом (4.142), и леммы 4.5.1, получим

Rτ
kJRk =


[ϕ

(01)
k , ϕ

(01)
k ] . . . [ϕ

(01)
k , ϕ

(0m)
k ] [ϕ

(01)
k , ϕ

(+)
k ] [ϕ

(01)
k , ϕ

(−)
k ][

ϕ
(0m)
k , ϕ

(01)
k

]
. . . [ϕ

(0m)
k , ϕ

(0m)
k ] [ϕ

(0m)
k , ϕ

(+)
k ] [ϕ

(0m)
k , ϕ

(−)
k ][

ϕ
(+)
k , ϕ

(01)
k

]
. . . [ϕ

(+)
k , ϕ

(0m)
k ] [ϕ

(+)
k , ϕ

(+)
k ] [ϕ

(+)
k , ϕ

(−)
k ][

ϕ
(−)
k , ϕ

(01)
k

]
. . . [ϕ

(−)
k , ϕ

(0m)
k ] [ϕ

(−)
k , ϕ

(+)
k ] [ϕ

(−)
k , ϕ

(−)
k ]

 =

=



δ−1g′k(λ
(01)
k ) 0 0 0 0

0 . . . 0 0 0

0 0 δ−1g′k(λ
(0m)
k ) 0 0

0 0 0 δ−1g′k(λ
(+)
k ) 0

0 0 0 0 δ−1g′k(λ
(−)
k )


.

Отсюда в силу (4.139) следует, что

detRτ
kJRk=(detRk)

2 =δ−(m+2)g′k(λ
(01)
k ) ·. . .· g′k(λ

(0m)
k )g′k(λ

(+)
k )g′k(λ

(−)
k ),

k = 1, 2, . . . .
(4.143)

Учитывая ещё соотношения fk(λ
(p)
k ) = 0, f ′k(λ

(p)
k ) = λ

(p)
k g′k(λ

(p)
k ) 6= 0, из (4.143)

приходим к выводу, что detRk 6= 0. Значит, система (4.140) имеет единствен-
ное решение при любом ϕ̃(w̃, ṽ0, ˜̂v)τ ∈ Hm+2, а потому коэффициенты G

(p)
k в

ней находятся однозначно.

Выводы.
Изучены спектральные задачи, ассоциированные с задачами Коши для

полных интегро-дифференциальных уравнений первого порядка для случа-
ев, когда сперва в уравнении имеются лишь интегральные слагаемые, отве-
чающие диссипации энергии, затем — лишь подкачке энергии. В каждом из
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случаев для задачи получен соответствующий операторный пучок и уста-
новлены свойства базисности Рисса для системы собственных элементов.

Изучена спектральная проблема, ассоциированная с задачей Коши для
дифференциального (а затем и для интегро-дифференциального) уравне-
ния второго порядка, неразрешённого относительно старшей производной,
когда операторы кинетической энергии и диссипации являются степенными
функциями от оператора потенциальной энергии. Подробно изучены слу-
чаи малой, большой и средней интенсивности диссипации энергии системы
и промежуточные между ними варианты. В каждом из случаев получены
свойства спектра, найдены асимптотики, а для задачи, связанной с диффе-
ренциальным уравнением, также доказаны свойства базисности Рисса для
собственных векторов.

Исследована спектральная задача, ассоциированная с интегро-
дифференциальным уравнением Вольтерра второго порядка в некотором
гильбертовом пространстве. К таким уравнениям сводятся задачи о малых
движениях вязкоупругого стержня. В задаче осуществлён переход от
исходного уравнения к дифференциальному уравнению первого порядка в
сумме гильбертовых пространств. На этой основе изучена ассоциированная
спектральная задача. Доказано, что система собственных векторов этой
задачи образует базис.
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ВЫВОДЫ

В диссертации исследованы в произвольном гильбертовом пространстве но-
вые классы задач Коши для полных линейных интегро-дифференциальных
уравнений Вольтерра первого и второго порядков, неразрешённых относи-
тельно старшей производной, а также ассоциированные с ними спектраль-
ные задачи. Основные результаты, полученные в диссертации и выносимые
на защиту, можно сформулировать следующим образом.

1. Доказаны теоремы о существовании и единственности сильного ре-
шения задачи Коши для интегро-дифференциального уравнения Вольтерра
первого порядка, неразрешённого относительно производной, в гильбертовом
пространстве для случая, когда подынтегральные оператор-функции имеют
специальный вид Gk(t, s) := e−γk(t−s)I. Такой вид позволяет исследовать ас-
социированную спектральную задачу. При некоторых дополнительных усло-
виях на операторные коэффициенты доказаны теоремы, уточняющие свой-
ства собственных значений, а также получены свойства базисности Рисса
для соответствующей системы собственных элементов.

2. Доказаны теоремы о существовании и единственности сильного ре-
шения задачи Коши для интегро-дифференциального уравнения Вольтерра
первого порядка в гильбертовом пространстве для случая, когда в уравнении
кроме интегральных слагаемых, отвечающих диссипации энергии системы,
имеются также слагаемые, отвечающие за её подкачку. Кроме того, доказа-
на теорема о существовании и единственности сильного решения задачи Ко-
ши для интегро-дифференциального уравнения Вольтерра первого порядка,
неразрешённого относительно производной в случае, когда подынтегральные
оператор-функции имеют достаточно общий вид.

3. Доказаны теоремы о существовании и единственности сильного реше-
ния задачи Коши для неполного вольтеррова интегро-дифференциального
уравнения второго порядка, неразрешённого относительно старшей произ-
водной. Применены два подхода: связанный с переходом к системе двух
уравнений первого порядка и второй, связанный с использованием теории
операторных косинус- и синус- функций.
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4. Исследован класс полных вольтерровых интегро-дифференциальных
уравнений второго порядка с неограниченными операторными коэффици-
ентами, неразрешённых относительно старшей производной, когда один из
операторов имеет область определения, наиболее узкую по сравнению с об-
ластями определения других операторных коэффициентов. Применён метод
факторизации, позволяющей разделить исследуемые уравнения на три ос-
новных типа. Для каждого типа уравнений доказаны теоремы о существо-
вании и единственности сильного решения задачи Коши.

5. Доказаны теоремы о существовании и единственности сильного ре-
шения задач Коши для полных вольтерровых интегро-дифференциальных
уравнений второго порядка с неограниченными операторными коэффициен-
тами, неразрешённых относительно старшей производной, когда имеет место
подкачка энергии системы (оператор диссипации энергии ограничен снизу),
а система может быть неустойчива (оператор потенциальной энергии огра-
ничен снизу).

6. Изучены спектральные задачи, ассоциированные с задачами Коши для
полных интегро-дифференциальных уравнений первого порядка для случа-
ев, когда сперва в уравнении имеются лишь интегральные слагаемые, отве-
чающие диссипации энергии, затем — лишь подкачке энергии. В каждом из
случаев для задачи получен соответствующий операторный пучок и уста-
новлены свойства базисности Рисса для системы собственных элементов.

7. Изучена спектральная проблема, ассоциированная с задачей Коши для
дифференциального (а затем и для интегро-дифференциального) уравнения
второго порядка, неразрешённого относительно старшей производной, ко-
гда операторы кинетической энергии и диссипации являются степенными
функциями от оператора потенциальной энергии. Подробно изучены слу-
чаи малой, большой и средней интенсивности диссипации энергии системы
и промежуточные между ними варианты. В каждом из случаев получены
свойства спектра, найдены асимптотики, а для задачи, связанной с диффе-
ренциальным уравнением, также доказаны свойства базисности Рисса для
собственных векторов.

8. Исследована спектральная задача, ассоциированная с интегро-
дифференциальным уравнением Вольтерра второго порядка в некотором
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гильбертовом пространстве. К таким уравнениям сводятся задачи о малых
движениях вязкоупругого стержня. В задаче осуществлён переход от исход-
ного уравнения к дифференциальному уравнению первого порядка в сумме
гильбертовых пространств. На этой основе изучена ассоциированная спек-
тральная задача. Доказано, что система собственных векторов этой задачи
образует базис.
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